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Resumo
O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo dos complexos tilting em catego-
rias derivadas de categorias hereditárias de tal forma que possamos apresentar um
limitante para a dimensão global forte das álgebras hereditárias por partes do tipo
Dynkin, Euclidiano e do tipo feixe.
Palavras-chave: Dimensão Global Forte, Complexos Tilting, Categorias Perpendiculares,
Sequências Excepcionais
Abstract
The main goal of this work is to present a study of tilting complexes in the derived
category of a hereditary category in such a way that it allows us to introduce an upper
bound to the strong global dimension of piecewise hereditary algebras of Dynkin,
Euclidean and Sheaf types.
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Introdução
Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado k . A cate-
goria dos A-módulos finitamente gerados à esquerda é denotada por modA. Então, A é dita
uma álgebra hereditária por partes se a categoria derivada limitada Db (modA) é triangulada-
mente equivalente à categoria Db (H ) em queH é uma categoria hereditária abeliana com
espaços de morfismos e extensões de dimensão finita, e além disso, com objetos tilting. No
caso particular em que A ' EndH T •o p para algum objeto tilting T • em H , dizemos que a
álgebra A é quasi-tilted. Mais ainda, se H ' modH para alguma álgebra hereditária de di-
mensão finita H , A é dita uma álgebra tilted. Em [Hap01], Happel provou que uma categoria
hereditária abeliana como descrita acima é derivadamente equivalente à categoria de módu-
los finitamente gerados sobre uma álgebra hereditária ou à categoria de feixes coerentes sobre
uma reta projetiva com peso, tendo estes últimos conceitos sido introduzidos em [GL87].
A caracterização homológica das álgebras quasi-tilted apresentada em [HRS96] sugere que
as álgebras quasi-tilted são as álgebras hereditárias por partes que estão mais próximas das ál-
gebras hereditárias em um certo sentido, entretanto, tal caracterização não permite medirmos
o quão longe uma álgebra hereditária por partes qualquer está de uma álgebra hereditária. Um
dos objetivos desta tese é utilizar um outro critério homológico, e com isso, determinar o quão
longe álgebras hereditárias por partes estão de ser álgebras hereditárias.
Este outro critério homológico mencionado acima é a dimensão global forte, que foi de-
finida em [Sko87] em termos do comprimento de complexos. Em [HZ08], Happel e Zacharia
redefiniram dimensão global forte, ainda em termos do comprimento de complexos. A defini-
ção original pode ser recuperada a partir desta última adicionando-se 1 ao invariante obtido.
A dimensão global forte de uma álgebra A, denotada por s.gl.dim.A ∈ N∪ {+∞}, é definida a
seguir. Seja X um objeto indecomponível na categoria homotópica de complexos limitados
de A-módulos projetivos finitamente geradosK b (PA). Seja
P : · · · → 0→ 0→ P r → P r+1→ ·· ·→ P s−1→ P s → 0→ 0→ ·· · ,
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uma resolução projetiva minimal de X , em que P r 6= 0 e P s 6= 0. Então definimos o compri-
mento de X como
`(X ) = s − r.
A definição de dimensão global forte é dada em função deste comprimento, como
s.gl.dimA = supX `(X ),
em que X percorre todos os objetos indecomponíveis deK b (PA). Segue diretamente da defi-
nição que s.gl.dim.A = 1 se e somente se A é uma álgebra hereditária que não é semissimples.
Em [HZ08], Happel e Zacharia provaram que s.gl.dim.A <∞ se e somente se a álgebra A é he-
reditária por partes, mais ainda, provaram que para uma álgebra hereditária por partes A vale
s.gl.dim.A ≤ rkK0(A)+1, em que K0(A) denota o grupo de Grothendieck da álgebra A e rkK0(A)
denota o posto do grupo K0(A). Em 2010, Happel e Zacharia melhoraram este resultado em
[HZ10], provando que para uma álgebra hereditária por partes A vale s.gl.dim.A ≤ rkK0(A).
Tal limitante encontrado por Happel e Zacharia descrito no parágrafo anterior não é sem-
pre ótimo, isto é, não é necessariamente o menor limitante possível para a dimensão global
forte. Um dos principais objetivos deste trabalho é melhorar este resultado para as álgebras
hereditárias por partes de tipo finito, manso e também para as álgebras de tipo feixe coerente
sobre uma reta projetiva com peso de tipo tubular. Para isso, necessitamos estudar algumas
particularidades das categorias hereditárias e também diversas propriedades sobre comple-
xos tilting na categoria derivada de categorias hereditárias.
Como queremos encontrar limitantes melhores para a dimensão global forte de certas
classes de álgebras, utilizaremos a caracterização de dimensão global forte apresentada em
[ALMM17], que descreve tal invariante em termos do espalhamento de um complexo tilting
T • na categoria derivada de categorias hereditárias. Ainda em [ALMM17], Alvares, Le Meur e
Marcos mostraram que dado um complexo tilting T • em uma categoria triangulada, se existir




H [i ],` ∈Z, (0.1)
então a dimensão global forte da álgebra de endomorfismos EndT •o p será menor ou igual à
`+2, ou seja, neste caso teremos
s.gl.dim.EndT •o p ≤ `+2.
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Motivados então por este resultado, estudaremos de que maneira um complexo tilting T •
poderá estar espalhado na categoria derivada de uma categoria hereditária Db (A ) e mostra-
remos então que existe um par (H ,`) como em (0.1) de tal maneira que ` seja o menor pos-
sível. Utilizando tal técnica, como toda álgebra hereditária por partes pode ser escrita como
uma álgebra de endomorfismos de um complexo tilting na categoria derivada de uma cate-
goria hereditária, estaremos aptos a encontrar, em alguns casos, um limitante ótimo para a
dimensão global forte de uma álgebra hereditária por partes. Cabe lembrar que alguns resul-
tados sobre o espalhamento de complexos tilting foram estudados por Seidel em [Sei03], em
sua tese de doutorado. No entanto, naquele período ainda não tínhamos uma definição de
dimensão global forte que dependesse do espalhamento do complexo tilting. Neste trabalho,
com as técnicas de [ALMM17], que são fortemente aplicadas no quiver de Auslander-Reiten
da categoria derivada de uma categoria hereditária, melhoramos diversos resultados de Sei-
del que nos permitiram ir na direção de calcular a dimensão global forte. A seguir falaremos
um pouco mais sobre a estrutura do texto.
No primeiro capítulo apresentamos alguns conceitos básicos e alguns resultados necessá-
rios para a compreensão dos capítulos posteriores. Primeiramente relembraremos algumas
propriedades de categorias hereditárias e apresentaremos alguns exemplos de tais catego-
rias. Após isso, discutiremos propriedades dos complexos tilting, introduzindo toda a nota-
ção necessária para o resto do texto, bem como propriedades básicas que decorrem da defi-
nição. Relembraremos também algumas propriedades básicas de álgebras hereditárias, em
particular, sobre as componentes tubulares em uma álgebra hereditária mansa. Os conceitos
de sequências excepcionais e categorias perpendiculares também serão introduzidos neste
capítulo, merecendo um ponto de destaque, uma vez que essas são as ferramentas que nos
permitirão estudar o comportamento de complexos tilting em categorias derivadas de cate-
gorias hereditárias, nos possibilitando assim encontrar majorantes para a dimensão global
forte, conceito este também introduzido neste capítulo.
No segundo capítulo investigaremos algumas propriedades de complexos tilting na cate-
goria derivada de álgebras hereditárias de tipo de representação finito e de álgebras hereditá-
rias mansas. Para tanto, estudaremos diversas propriedades das categorias de módulos sobre
tais álgebras, utilizando nesse ponto a teoria de Auslander-Reiten. Em particular, estudare-
mos o espalhamento de complexos tilting na categoria derivada destas álgebras, e então, uti-
lizando os resultados de [ALMM17], estaremos aptos a encontrar majorantes para dimensão
global forte de álgebras hereditárias por partes que sejam derivadamente equivalentes à álge-
bras hereditárias de tipo de representação finito e mansas. Para as álgebras hereditárias por
partes que são derivadamente equivalentes às álgebras hereditárias de tipo de representação
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finito, destacamos que apresentaremos exemplos de álgebras que realizam a dimensão global
forte máxima, a saber, n −1, para álgebras do tipo An e n −2 para álgebras do tipo Dn , 4 para
álgebras do tipoE6, 5 para álgebras do tipoE7, e finalmente, 6 para álgebras do tipoE8. Com re-
lação às álgebras hereditárias por partes de tipo manso, fizemos uma seção introdutória sobre
álgebras de Kronecker. O objetivo é motivar o uso de técnicas utilizadas em [ALMM17] para
explorar algumas classes de álgebras mansas. Para as álgebras hereditárias por partes que são
derivadamente equivalentes às álgebras hereditárias mansas de tipo Ãn−1, D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8, os
majorantes para a dimensão global forte são n − 1, n − 2, 5, 6 e 7, respectivamente. Para que
fique mais claro ao leitor, dispomos os majorantes na tabela abaixo.
Grafo Subjacente Valor de ` s.gl.dim
An n −3 n −1




Ãn−1 ≤ n −3 ≤ n −1
D̃n−1 ≤ n −4 ≤ n −2
Ẽ6 ≤ 3 ≤ 5
Ẽ7 ≤ 4 ≤ 6
Ẽ8 ≤ 5 ≤ 7.
O terceiro capítulo apresenta resultados mais técnicos, porém, necessários para o bom
entendimento do capítulo seguinte. Preferimos apresentar tais resultados nesta ordem, pois,
além de serem necessários ao próximo capítulo, também nos permitem relembrar várias pro-
priedades de complexos tilting em componentes tubulares. O leitor pode primeiramente ler o
capítulo 4, para que assim tenha uma boa noção de como serão utilizados tais resultados. Este
capítulo contém a técnica que permitiu obter um dos resultados centrais deste trabalho, que é
a possibilidade de troca de um complexo tilting T • por outro T ′ com o mesmo espalhamento,
e além disso, que contenha somandos diretos indecomponíveis com algumas propriedades
melhores, a saber, trocaremos um somando que não está na boca de um tubo por um ob-
jeto que esteja, isto é, trocaremos por um objeto quase-simples em uma componente tubular.
O espalhamento mencionado acima é o mesmo devido aos cortes que podemos realizar na
categoria derivada, cortes estes descritos no teorema 4.3. Para provarmos tal resultado, utili-
zaremos fortemente que os tubos mencionados acima são estáveis e estândar, e além disso,
utilizaremos também as propriedades de sequências de Auslander-Reiten e também do posi-
cionamento do último somando do complexo tilting dentro de um tubo estável estândar. A
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vantagem da troca do complexo tilting T • pelo complexo tilting T ′ é que para T ′ podemos
aplicar os resultados de [Mel04].
Por fim, no quarto e último capítulo desta tese, utilizando os resultados apresentados nos
três capítulos anteriores, seremos capazes de determinar um limitante para o espalhamento
de complexos tilting na categoria derivada de uma categoria de feixes coerentes sobre uma reta
projetiva com peso tubular. Sabemos que para uma reta projetiva com peso tubular, a catego-
ria dos feixes coerentes sobre tal reta é formada por uma família infinita de famílias tubulares
(ver [GL87]). Utilizando então essa estrutura, dado um complexo tilting na categoria derivada,
analisaremos onde está localizado o seu último somando direto indecomponível, isto é, uma
vez que o último somando deve estar em um tubo estável estândar, trabalharemos com sua
profundidade dentro de tal tubo. Para os casos em que a sequência peso da reta projetiva com
peso for igual à (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3) e (2, 4, 4), temos uma descrição completa do limitante alme-
jado. Para o caso em que a sequência peso da reta projetiva com peso for igual à (2, 3, 6), se o
último somando do complexo tilting estiver em um tubo de posto 2 ou 3, o problema também
estará resolvido. Já quando tal somando estiver em um tubo de posto 6, precisaremos de al-
gumas hipóteses adicionais para determinar um limitante para o espalhamento do complexo
tilting citado anteriormente. Finalmente, utilizando novamente os resultados presentes em
[ALMM17], determinaremos majorantes para a dimensão global forte de álgebras hereditárias
por partes que sejam derivadamente equivalentes à categorias de feixes coerentes sobre retas
projetivas com peso tubulares. A tabela abaixo apresenta os majorantes encontrados.
Sequência peso Valor de ` s.gl.dim
(2, 2, 2, 2) 2 4
(3, 3, 3) 4 6
(2, 4, 4) 6 ou 5 8 ou 7
(2, 3, 6) 7 ou 6 9 ou 8.
Capítulo 1
Preliminares
Neste primeiro capítulo apresentaremos alguns resultados que serão necessários para o
entendimento do texto. Grande parte destes são bem conhecidos( ver por exemplo [ASS06],
[ARS97], [Hap88], [Mil], [SS06] e [SS07]).
Ao longo deste trabalho, k denotará um corpo algebricamente fechado. Uma álgebra Λ é
uma k -álgebra associativa, com dimensão finita e identidade. Como usual assumiremos que
Λ é uma álgebra básica e conexa. Sabemos que para uma álgebra básica Λ, existem um quiver
Q e um ideal admissível I tais que Λ' kQ/I (ver [ASS06]).
Por um Λ-módulo queremos dizer, a menos que mencionado o contrário, um Λ-módulo
à direita. Denotaremos por modΛ a categoria dos Λ-módulos de dimensão finita e por indΛ
a subcategoria de modΛ consistindo do conjunto completo de Λ-módulos indecomponíveis
não isomorfos. Sabemos também que modΛ é uma categoria abeliana. Como a álgebraΛ tem
dimensão finita, temos, a menos de isomorfismo, somente um número finito n de módulos
simples S (i ) com S (i ) 6= S ( j ) para i 6= j . Esse número n coincide com o número de vértices do
quiver Q .
Definamos agora a categoria derivada Db (H ) de uma categoria abelianaH . Denotamos
porC b (H ) a categoria dos complexos limitados sobreH e porK b (H ) a correspondente ca-
tegoria de homotopia. Então obtemos a categoria derivada Db (H ) deK b (H ) fazendo a lo-
calização com relação ao conjunto de quasi-isomorfismos. Seja X • um complexo emDb (H ).
Denotamos por [i] o funtor i-ésimo shift, e então a imagem de X • por este funtor é expressa
por X •[i ]. Como em geral iremos trabalhar com categorias de módulos sobre uma álgebra Λ,
por vezes utilizaremos a notaçãoDb (Λ) ao invés deDb (modΛ). Note que neste caso temos um
mergulho da categoria modΛ em Db (Λ), que associa cada módulo Y ao seu complexo stalk
Y • = (Y i , d i ), em que Y 0 = Y e Y i = 0 para todo i 6= 0. Identificaremos este complexo com Y .
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Seja kQ a álgebra de caminhos associada a um quiver Q sem ciclos orientados. Sabemos
então que esta é uma álgebra hereditária. Podemos descrever o quiver de Auslander-Reiten
Γ (Db (modkQ )) da categoria derivada da álgebra kQ facilmente. De fato, se Γ é o quiver de
Auslander-Reiten da álgebra kQ , Γi denota uma cópia de Γ para i ∈ Z. Então o quiver de
Auslander-Reiten da categoria derivadaDb (modkQ ) é dado por




adicionando-se uma flecha do módulo injetivo indecomponível I (v ) em Γi para o módulo pro-
jetivo indecomponível P (w ) em Γi+1 para cada flecha de v para w no quiver Q .
Dada uma álgebra Λ com dimensão finita, considere em modΛ a translação de Auslander-
Reiten, denotada por τ. Sua extensão para Db (modkQ ) é tal que para um módulo M não
projetivo indecomponível temos
τDb (modkQ )M [r ] = (τkQ M )[r ],
e para um módulo projetivo indecomponível P (i ) associado ao vértice i , temos
τDb (modkQ )P (i )[r ] = I (i )[r −1],
onde I (i ) é o módulo injetivo indecomponível associado ao vértice i de Q .
Generalizando o que foi dito anteriormente, se considerarmos uma categoriaH heredi-
tária, isto é, com espaços HomH e Ext
1
H de dimensão finita, e além disso, Ext
n
H ( , ) = 0 para
todo n ≥ 2, podemos descrever o quiver de Auslander-Reiten Γ (Db (H )) da categoria derivada
deH de maneira similar à apresentada anteriormente. Seja Γ o quiver de Auslander-Reiten
da categoriaH e denote por Γi uma cópia de Γ para i ∈Z. Então o quiver de Auslander-Reiten
da categoria derivadaDb (H ) é dado por




Ainda, para uma categoria abelianaH podemos considerar seu grupo de Grothendieck,
K0(H ), construído da seguinte maneira: Seja H uma categoria abeliana. Denotemos por
F (H )o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismo dos objetos deH . Seja F0(H )
o subgrupo gerado por [X ]− [Y ]+[Z ] para todas as sequências exatas 0→ X → Y → Z → 0 em
H . Então o grupo de Grothendieck é por definição o grupo quociente K0(H ) = F (H )/F0(H ).
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Para simplificar a notação, escreveremos K0(Λ) ao invés de K0(modΛ)no caso de uma categoria
de módulos modΛ, e K0(X) no lugar de K0(cohX), no caso de uma categoria de feixes coerentes
cohX.
1.1 Categorias Hereditárias
Nessa seção estamos interessados em investigar categorias k -lineares, categorias essas que
são abelianas, com espaço de homomorfismos e extensões de dimensão finita sobre o corpo
k e hereditárias.
1.1.1 Categorias Abelianas
Uma k -categoriaH é dita categoria aditiva se toda família finita de objetos têm um pro-
duto, cada conjunto de morfismos HomH (X , Y ) é um grupo abeliano, e a composição
HomH (Y , Z )×HomH (X , Y ) → HomH (X , Z )
(g , f ) 7→ g f
é k -bilinear para todos os objetos X , Y e Z emH . Dado um número finito de objetos A1, ..., Ar
de uma categoria aditivaH , existe a soma direta A1⊕ ...⊕Ar , que é por definição um objeto A




iiπi = i dA, πi ii = i dAi













Dado um objeto A emH , denotamos por addA a subcategoria plena deH consistindo em
todas as somas diretas finitas de cópias de A e seus somandos diretos.
Uma decomposiçãoH = H1
∐
H2 de uma categoria aditivaH é um par de subcatego-
rias plenasH1 eH2 tais que cada objeto emH é soma direta de dois objetos deH1 eH2, e
HomH (A1, A2) = 0 = HomH (A2, A1) para todo A1 ∈ H1 e A2 ∈ H2. Uma categoria aditivaH é
dita uma categoria conexa se não admite uma decomposição própriaH =H1
∐
H2.
Um funtor F :H →G entre categorias aditivas é dito funtor aditivo se a função induzida
HomH (X , Y )→HomG (F X , F Y ) é linear para todos os objetos X , Y emH . O núcleo kerF de
um funtor aditivo F :H →G é por definição a subcategoria plena de todos os objetos X tais
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que F X = 0. A imagem imF de F : H → G é a subcategoria plena de G cujos objetos são
aqueles Y tais que Y ' F X para algum X na categoriaH .
Uma categoria aditivaH é dita categoria abeliana se todo morfismo φ : X → Y tem um














1.1.2 Definição e exemplo
Uma categoria abelianaH é dita categoria hereditária se ExtnH (X , Y ) = 0 para todo n ≥ 2
e para todos X , Y objetos de H . Isto é equivalente a assumir que os funtores Ext1H (_, Y ) e
Ext1H (X , _) são exatos à direita, isto é, enviam sequências exatas curtas em sequências exatas
curtas à direita.
Exemplo 1.1 Seja H uma k -álgebra hereditária de dimensão finita. Neste caso, H ' kQ , para
algum quiver Q sem ciclos orientados. Então a categoria dos H -módulos à direita finitamente
gerados,H =modH , é uma categoria abeliana hereditária. A categoriaH =modH tem um
objeto tilting (ou módulo tilting) T , como por exemploT =HH .
1.1.3 Categoria Derivada de Categorias Hereditárias
Como mencionado anteriormente, a categoria derivada limitada de uma categoria abeli-
anaH é obtida da categoria de complexos limitados emH via localização, de forma que os
quasi-isomorfismos deK b (H ) são isomorfismos na categoria derivadaDb (H ).
Teorema 1.1 (ver [Len06], pág. 10) Seja H uma categoria abeliana hereditária. Então a ca-
tegoria derivada Db (H ) é naturalmente equivalente à categoria repetitiva
∨
n∈ZH [n ], em que
cada H [n ] é uma cópia de H , com objetos denotados por X [n ] para X objeto de H , e com
morfismos dados da seguinte maneira:
HomDb (H )(X [n ], Y [m ]) = Ext
m−n
H (X , Y ).
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A expressão
∨
n∈ZH [n ] tem dois significados. Primeiramente, devemos entender tal ex-
pressão como o fecho aditivo add(
⋃
n∈ZH [n ]) da união de todos osH [i ], e segundo, essa ex-
pressão indica que não existe morfismo deH [n ]→H [m ] para n >m .
Observação 1.1 (1) Todo objeto indecomponível deDb (H ) pertence a algumaH [n ]. Então se
soubermos quem são os objetos indecomponíveis emH , saberemos também quem são os objetos
indecomponíveis emDb (H ).
(2) Da descrição feita anteriormente sobre os objetos indecomponíveis deDb (H ), segue que
Db (H ) é uma categoria Hom-finita e além disso, pode-se provar queH também é uma cate-
goria Krull-Schmidt.
(3) Somente existem morfismos não nulosH [n ]→H [m ] se m ∈ {n , n + 1}. Para mostrar
este fato, utilizamos que não existem extensões não nulas com grau negativo ou grau n ≥ 2.
A categoria derivada deH ,Db (H ), pode ser ilustrada por:
· · · H [−1] H [0] =H H [1] · · ·
em que morfismos entre objetos indecomponíveis existem somente da esquerda para a direita, e
deH [n ] paraH [n ] ou paraH [n +1].
Definição 1.1 SejamH uma categoria hereditária e Db (H ) sua categoria derivada. Dizemos
que uma subcategoria hereditáriaH ′ ⊂Db (H ) é geradora se
∨
i∈Z
H ′[i ] =Db (H ).
1.1.4 Teoria Tilting em Categorias Hereditárias
O objetivo desta seção é apresentar os principais resultados sobre a teoria tilting clássica.
Daremos aqui definições que entendemos ser importantes e citaremos algumas propriedades,
deixando as referências das provas ou demonstrando tais propriedades.
Seja H uma categoria abeliana hereditária conexa sobre um corpo algebricamente fe-
chado k .
Definição 1.2 Um objeto T é dito objeto tilting emH se FacT = E (T ), em que os objetos de
FacT são quocientes de somas diretas finitas de cópias de T e X está em E (T ) se Ext1H (T , X ) = 0.
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Uma vez que a definição acima é um tanto técnica, a proposição abaixo nos apresenta um
critério interessante para decidir se um objeto em uma categoria hereditáriaH é um objeto
tilting.
Proposição 1.2 (ver [CK09], pág. 25) Assuma queH é uma categoria hereditária. Então um
objeto T em H é um objeto tilting se, e somente se, Ext1H (T , T ) = 0 e o número de somandos
indecomponíveis não isomorfos de T for igual ao posto do grupo de Grothendieck K0(H ).
Se um objeto T na categoriaH cumpre apenas a condição Ext1H (T , T ) = 0, diremos que T
é um objeto tilting parcial emH (ver [AST08], pág. 426). Nesta seção assumiremos queH
não possui objeto projetivo não-nulo e os seguintes resultados mostrarão que podemos fazer
isso sem perda de generalidade.
Proposição 1.3 (ver [Hap98], pág. 66)) SejaH uma categoria hereditária com objeto tilting.
SeH tem algum objeto projetivo não nulo, entãoH é equivalente à categoria de módulos fini-
tamente gerados mod H , para alguma álgebra hereditária H de dimensão finita.
Vamos agora definir o conceito de sequência quase-cindida, também conhecida como
sequência de Auslander-Reiten, para uma categoria abelianaH .





→ Y → 0
é dita sequência quase-cindida se não é cindida, X e Y são objetos indecomponíveis emH e se
para h ∈ HomH (W , Y ) epimorfismo que não cinde existir um morfismo φ ∈ HomH (W , E ) tal
que h = gφ.
Proposição 1.4 (ver [HRS96],págs. 24 e 25) Assuma que a categoria hereditáriaH tenha um
objeto tilting. Então:
• H tem sequências quase cindidas.
• O grupo de Grothendieck K0(H ) é um grupo abeliano livre de posto finito.
Vejamos agora que para uma categoria hereditáriaH com objeto tilting podemos definir
uma equivalência com propriedades muito interessantes, equivalência essa conhecida como
dualidade de Serre.
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Proposição 1.5 (ver [CK09], pág. 23) Assuma queH tem objeto tilting e não tenha objetos pro-
jetivos. Então existe uma equivalência exata de categorias τ :H →H com as seguintes propri-
edades:
• Se 0→ A→ B →C → 0 é sequência quase cindida, então A 'τC .
• DExt1H (X , Y )'HomH (τ
−1Y , X )'HomH (Y ,τX ) para X , Y emH , D (Z ) =Homk (Z , k ).
Relembramos agora que um objeto não nulo S em uma categoria abeliana é dito objeto
simples se S não tem subobjetos próprios, isto é, não existe subobjeto U de S tal que 0 6=U ( S .
A seguir introduziremos o conceito de comprimento de um objeto em uma categoria abeliana.
Definição 1.4 SejaH uma categoria abeliana. Um objeto X deH tem comprimento finito se
existir uma cadeia de subobjetos
0= X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xn−1 ⊆ Xn = X
tal que cada quociente X i/X i−1 é um objeto simples. Tal cadeia é chamada série de composição
de X . A série de composição de um objeto X não é necessariamente única, mas o seu compri-
mento é invariante, denotado por `(X ). Além disso, os quocientes que aparecem na série de
composição de um objeto X são os mesmos, apenas mudando a ordem com que aparecem.
Obs:. Dizemos que um objeto X emH tem comprimento infinito se X não tiver comprimento
finito, isto é, não existe cadeia de subobjetos de X
0= X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xn−1 ⊆ Xn = X
com X i/X i−1 é objeto simples.
Denotemos porH0 a subcategoria plena deH cujos objetos são aqueles de comprimento
finito, e porH∞ a subcategoria plena deH em que cada somando indecomponível dos ob-
jetos tem comprimento infinito. Denotaremos por indH0 e indH∞ a categoria forma pelos
objetos indecomponíveis emH0 eH∞ respectivamente. Veremos mais adiante, na seção 1.3,
uma estudo mais detalhado sobre tubos estáveis, onde a proposição a seguir ficará mais clara.
Proposição 1.6 (ver [HR02b], pág. 417) Assuma queH tem um objeto tilting. Então indH0 é
uma união de tubos.
A partir de agora, a menos que mencionado o contrário, quando utilizarmos o termo cate-
goria hereditária para uma categoriaH , estaremos nos referindo a uma categoria hereditária
com objeto tilting e sem objetos projetivos.
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1.2 Complexos Tilting
Primeiramente apresentaremos alguns resultados sobre teoria tilting. Módulos tilting já
foram exaustivamente estudados e a literatura nos fornece uma ampla descrição sobre tais
objetos. Vamos relembrar aqui apenas alguns fatos importantes.
Definição 1.5 Seja Λ uma k -álgebra de dimensão finita. Um Λ-módulo T é dito um módulo
tilting se satisfizer as seguintes condições:
(i) pdT ≤ 1;
(ii) Ext1Λ(T , T ) = 0;
(iii) O número de classes de isomorfismo dos somandos diretos indecomponíveis de T é igual ao
posto do grupo de Grothendieck K0(Λ).
Qualquer módulo satisfazendo as condições (i) e (ii) é chamado de módulo tilting parcial.
Se Λ é uma álgebra hereditária, então a álgebra B = EndT o p , com T um módulo tilting em
modΛ, é chamada de álgebra tilted. Estamos interessados agora em uma noção mais geral,
que é a noção de complexo tilting. Antes, enunciaremos uma proposição que nos motivará a
definir tal conceito.
Proposição 1.7 (Teorema de Rickard, ver [Ric89], pág. 450) Sejam Λ e A duas álgebras e de-
notemos por ΛP (respectivamente AP ) a categoria dos Λ-módulos projetivos finitamente gera-
dos (respectivamente A-módulos). Então, a seguintes condições são equivalentes:
(i)Db (modΛ) eDb (modA) são equivalentes como categorias trianguladas;
(ii)K b (ΛP ) eK b (AP ) são equivalentes como categorias trianguladas;
(iii) A é isomorfa à algebra EndT •o p , em que T • é um objeto deK b (ΛP ) satisfazendo
• HomK b (ΛP )(T
•, T •[i ]) = 0 para i 6= 0;
• addT • geraK b (ΛP ) como categoria triangulada.
Definição 1.6 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting e T • um objeto na cate-
goria derivadaDb (H ). Então T • é um complexo tilting se
(i) HomDb (H )(T •, T •[i ]) = 0 para i 6= 0;
(ii) addT • geraDb (H ) como categoria triangulada.
Um objeto T • ∈Db (H ) que satisfaz a condição (i) acima é chamado complexo tilting par-
cial.
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Aqui addT • consiste em todos os somandos diretos de somas finitas de cópias de T •. Di-
zemos que uma classe de objetos gera uma categoria triangulada C como uma categoria tri-
angulada se não existir subcategoria triangulada plena e própria de C , fechada para isomor-
fismos, que contenha tal classe de objetos. Nesse texto consideraremos complexos livres de
multiplicidade, isto é, todos os somandos diretos indecomponíveis são não isomorfos.
Proposição 1.8 (ver [Mel04], pág. 83) SejaH uma categoria hereditária com objeto tilting. Se
T • é um complexo tilting em Db (H ) com anel de endomorfismos Σ = EndT •o p , então o funtor
derivado
RHom(T •, _) :Db (H )→Db (modΣ)
é uma equivalência de categorias trianguladas.
É conhecido que para um módulo tilting T em uma álgebra hereditária conexa, a álgebra EndT
é uma álgebra conexa. Utilizando o resultado anterior é possível estender esse resultado para
complexos tilting, como veremos a seguir.
Proposição 1.9 Seja T • um complexo tilting na categoria derivada Db (H ), comH categoria
hereditária com objeto tilting e conexa. Então a álgebra de endomorfismos EndT •o p é uma ál-
gebra conexa.
Demonstração: Uma vez queH é uma categoria hereditária com objeto tilting e conexa, sabe-
mos queDb (H )'Db (EndC ), em que C é uma álgebra canônica conexa ou uma álgebra here-
ditária conexa (ver [Hap01]). Além disso, como T • é um complexo tilting emDb (H ), segue da
proposição anterior que Db (H ) ' Db (EndT •o p ), e assim podemos obter que Db (EndT •o p ) '
Db (EndC ).
Relembre agora que o centro de uma álgebra é um invariante sob equivalências deriva-
das, ou seja, uma vez que Db (EndT •o p )'Db (EndC ), obtemos que os centros de tais álgebras
são isomorfos, ou seja, Z (EndT •o p ) ' Z (EndC ). Como a álgebra EndC é conexa, segue que
Z (EndC ) é conexo, e portanto o centro Z (EndT •o p ) da álgebra EndT •o p é conexo, de onde po-
demos concluir que a álgebra EndT •o p é conexa (ver [ASS06]).
O próximo lema será muito útil para cálculos posteriores envolvendo complexos tilting,
uma vez que podemos trocar a condição (ii) da definição de complexo tilting apresentada an-
teriormente.
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Lema 1.10 (ver [Mel04], pág. 84) Seja T • ∈Db (H ) um complexo tilting parcial livre de multi-
plicidade. Então as seguintes condições são equivalentes:
(a) addT • geraDb (H ) como categoria triangulada;
(b) O número de somandos diretos indecomponíveis de T • coincide com o posto do grupo de
Grothendieck K0(H ).
Antes de prosseguirmos, apresentaremos algumas propriedades básicas que decorrem di-
retamente da definição de complexo tilting e do lema 1.10.
Lema 1.11 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting e T • um complexo tilting na
categoria derivadaDb (H ). As seguintes afirmações são válidas:






com n0 < n1 < n2 < ...< nt e Ti ∈H não nulo para todo 0≤ i ≤ t ;
(b) HomH (Ti , Tj ) = 0, para i 6= j ;
(c) Ext1H (Ti , Tj ) = 0, para i ≥ j ;





X (i )l ,








, X (i )lb ) = 0.
Demonstração:
(a) ComoH é uma categoria hereditária, sabemos que a categoria derivada Db (H ) pode
ser escrita como o fecho aditivo da categoriaH . Sendo assim, como T • é um objeto em
Db (H ), podemos escrevê-lo como a soma dos elementos em diferentes shifts, e além
disso, ao ordenar tais shifts, obtemos a decomposição desejada.
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(b) Como i 6= j , temos que ni 6= n j , e assim podemos escrever
HomH (Ti , Tj ) = HomDb (H )(Ti [ni ], Tj [n j ][ni −n j ]).
Como Ti [ni ] e Tj [n j ] são somandos do complexo tilting T • e ni −n j é diferente de zero,
segue da definição de complexo tilting que
HomDb (H )(Ti [ni ], Tj [n j ][ni −n j ]) = 0,
e portanto
HomH (Ti , Tj ) = 0.
(c) Como i ≥ j , temos que ni ≥ n j , e assim obtemos
Ext1H (Ti , Tj ) = HomDb (H )(Ti , Tj [1])
= HomDb (H )(Ti [ni ], Tj [n j ][ni −n j +1]) = 0,
pois ni −n j +1≥ 1 e Ti [ni ], Tj [n j ] são somandos do complexo tilting T •.
(d) Primeiramente, como Ti é um objeto em uma categoria hereditária com objeto tilting,
podemos escrevê-lo como a soma direta finita de objetos indecomponíveis deH , isto é,





X (i )l ,
em que cada objeto X (i )l deH é indecomponível. Agora, ao considerarmos la > lb , segue




, X (i )lb ) = 0,
uma vez que Ti não possui autoextensões.
Para provarmos que HomH (X la , X lb ) = 0 quando la > lb , note que uma vez que Ti é um
objeto tilting parcial na categoriaH , então de acordo com o lema 2.2 de [AST08], a álge-
bra B = EndTi = End(⊕sl=0X
(i )
l ) é quasi-tilted, e portanto uma álgebra triangular. Isto nos
permite então ordenar os B -módulos projetivos Pl de tal maneira que HomB (Pla , Plb ) = 0
para la > lb . Como os B -módulos projetivos Pl estão em correspondência biunívoca com
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, X (i )lb ) = 0.
Suponha agora que rkK0(H ) = n . Utilizando o lema 1.11, podemos então escrever o com-






em que cada Ti é um objeto indecomponível da categoriaH e r0 ≤ r1 ≤ ...≤ rn−1.
Agora, vamos estudar algumas propriedades dos complexos tilting. SejaH uma catego-
ria hereditária. Como visto anteriormente, Db (H ) consiste em cópias da categoriaH . Seja
como antes T • um complexo tilting emDb (H ). Como T • tem um número finito de somandos
diretos indecomponíveis, sabemos que existem números inteiros r e s , r ≤ s , tais que para
todo somando indecomponível Ti [ri ] de T •, r ≤ ri ≤ s . Sem perda de generalidade, podemos
assumir que a categoriaH é conexa, logo, a álgebra Λ= EndT •o p será conexa também.
Proposição 1.12 SejaH uma categoria hereditária com objeto tilting, e seja T • um complexo
tilting em Db (H ) e suponha que rkK0(H ) = n. Sejam H [r0] e H [rn−1] a primeira e última
cópias deH em que aparecem somandos diretos indecomponíveis de T •respectivamente. Então
rn−1− r0+1≤ n.
Demonstração: Lembre que para dois objetos M e N emH , temos
HomDb (H )(M [r ], N [r + i ]) = 0,∀i 6= 0, 1.
Logo, se temos dois somandos indecomponíveis T [r ] e T [r ′] de T •, com r ≤ r ′, então devem
existir somandos T ′′[r ′′] para todo r ≤ r ′′ ≤ r ′, pois Λ = EndT •o p é conexa. Como o com-
plexo tilting T • tem n somandos diretos indecomponíveis, então existem somandos Ti [ri ] se e
somente se r0 ≤ ri ≤ rn−1, e portanto rn−1− r0+1≤ n .
Chamaremos então ν(T •) = rn−1 − r0 + 1 de espalhamento do complexo tilting T • em
Db (H ). Ao longo deste trabalho utilizaremos este conceito de forma sucinta em várias propo-
sições e demonstrações. Mais adiante mostraremos como o espalhamento de um complexo
tilting T • se relaciona com a dimensão global forte da álgebra EndT •o p .
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1.3 Componentes tubulares
Nessa seção apresentaremos algumas definições básicas e também a linguagem necessária
para entendermos o comportamento de objetos tilting dentro de tubos.
Definição 1.7 Seja (T ,τ) um quiver de translação.
(a) (T ,τ) é dito um tubo estável de posto r = rT ≥ 1 se existir um isomorfismo entre quivers
de translação T 'ZA∞/(τr ).
(b) Um tubo estável de posto r = 1 é chamado de tubo homogêneo.
(c) Seja (T ,τ) um tubo estável de posto r ≥ 1. Uma sequência de pontos (x1, x2, · · · , xr ) em T
é dito um τ-ciclo se τx1 = xr ,τx2 = x1, · · · ,τxr = xr−1.
Por exemplo, um tubo estável de posto 3 é obtido a partir do quiver
X1 =τX2 X2 =τX3 X3 =τX1 X1
Y1 =τY2 Y2 =τY3 Y3 =τY1
Z1 =τZ2 Z2 =τZ3 Z3 =τZ1 Z1





Definição 1.8 Seja T= {Ti }i∈Λ uma família de tubos estáveis e (m1, m2, · · · , ms ) uma sequência
de números inteiros satisfazendo 1≤m1 ≤ · · · ≤ms . Dizemos que T é de tipo tubular (m1, · · · , ms )
se T admite s tubos Ti1 , · · · ,Tis de posto (m1, m2, · · · , ms ), respectivamente, e os tubos remanes-
centes Ti de T, com i /∈ {i1, · · · , is } são homogêneos.
Antes de continuarmos, recordemos que um caminho x0→ ·· ·→ xt em um quiver de trans-
lação é chamado seccional se τxi 6' xi−2, para todo i ∈ {2, ..., t }, (ver pág.361, [ASS06]). Recor-
demos também que se existe uma flecha de um objeto X para um objeto Y , então X é dito
predecessor imediato de Y , e Y é dito sucessor imediato de X (ver pág. 43, [ASS06]).
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Definição 1.9 Seja (T ,τ) um tubo estável.
(a) O conjunto dos pontos em T que têm exatamente um predecessor imediato (ou equiva-
lentemente um sucessor imediato) é chamado de boca do tubo T .
(b) Dado um ponto x na boca do tuboT , o raio começando em x é o único caminho seccional
infinito
x = x [1]→ x [2]→ ·· · x [m ]→ ·· · .
(c) Dado um ponto x na boca do tubo T , o co-raio terminando em x é o único caminho
seccional infinito
· · · → [m ]x → ·· ·→ [3]x → ·· · [2]x → [1]x = x .
Lema 1.13 (ver [SS06], pág. 5) Seja Λ uma álgebra e Tλ um tubo estável de posto r = rλ ≥ 1 em
Γ (modA). Assuma que (X1, · · · , X r ) é umτ-ciclo de A-módulos indecomponíveis na boca do tubo
Tλ, então
(a) Para cada i ∈ {1, · · · , r }, existe um único raio
X i = X i [1]→ X i [2]→ ·· ·→ X i [m ]→ ·· · .
(b) Cada A-módulo indecomponível M em Tλ é da forma M ' X i [m ], para algum i perten-
cente ao conjunto {1, · · · , r } e m ≥ 1.
Definição 1.10 SejaC uma componente do quiver de Auslander-Reiten Γ (modA) da álgebra A.
Dizemos então queC é uma componente estândar se existir uma equivalência de K -categorias
K (C ) = KC /MC ' indC ,
onde indC é a k -subcategoria plena de modA cujos objetos são representantes das classes de
isomorfismos dos módulos indecomponíveis em C e a categoria quociente k (C ) é a categoria
mesh.
Para um módulo indecomponível M ' X i [ j ] num tubo estável Tλ, o cone determinado por
M , que denotaremos por C M , consiste dos A-módulos X s [u ], com s ∈ {i , i +1, · · · , i + j −1} e
u ≤ i + j − s . Além disso, o inteiro j é denotado por `λ(M ). Graficamente, o cone de M tem a
forma
Capítulo 1. Preliminares 31
X i [1] X i+1[1] X i+2[1] · · · X i+ j−2[1] X i+ j−1[1]
X i [2] X i+1[2]
... ... X i+ j−2[2]
X i [3]
... ... ...
... X i+1[ j −2] ..
.
X i [ j −1] X i+1[ j −1]
M ' X i [ j ]
Com a definição de cone apresentada e com a notação fixada, temos a seguinte proposição,
que será importante ao longo do texto.
Proposição 1.14 (ver [SS07], pág. 106) Sejam A uma álgebra e M um A-módulo indecompo-
nível em um tubo estável estândar Tλ de Γ (modA) de posto rλ ≥ 1. As seguintes afirmações são
equivalentes.
(a) Ext1A(M , M ) = 0;
(b) rλ ≥ 2, End(M )' k , e além disso, `λ(M )≤ rλ−1.
Da proposição anterior podemos concluir então que os objetos M que estão na boca de
um tubo estável estândar T são tijolos, isto é, EndM ' k .
Vejamos agora que ao trabalharmos com tubos estáveis estândares, todos os morfismos
entre objetos deste tubo estão contidos dentro do tubo. Para tanto, antes precisamos da se-
guinte definição.
Definição 1.11 Uma famíliaE ⊆modA é dita auto-hereditária se Ext2A(X , Y ) = 0 para todo par
de A-módulos X e Y em E .
Note que se estivermos considerando uma álgebra hereditária A, todos os objetos da cate-
goria modA serão auto-hereditários.
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Proposição 1.15 (ver [ASS06], pág. 24) Seja A uma álgebra, T um tubo estável estândar de
Γ (modA) de posto r ≥ 1 e {E1, ..., Er } uma família auto-hereditária formando a boca do tubo
T . Então os únicos homomorfismos entre dois módulos indecomponíveis emT , além das iden-
tidades, são as combinações k -lineares de composições dos homomorfismos ui j e pi j , onde tais
morfismos são, de acordo com a notação que utilizamos ao longo desta seção,
ui j : X i [ j −1] → X i [ j ];
pi j : X i [ j ] → X i+1[ j −1],
para j ≥ 2.
1.4 Sequências Excepcionais e Categorias Perpendiculares
1.4.1 Sequências Excepcionais
SejamH uma categoria hereditária e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (H ).
Nosso próximo objetivo é definir o conceito de sequência excepcional, mas para tanto, neces-
sitamos de algumas definições prévias.
Definição 1.12 SejaH uma categoria hereditária. Dizemos então que um objeto M é excepci-
onal se ele é indecomponível, e além disso, vale a igualdade
Ext1H (M , M ) = 0.
Dizemos que um par de objetos excepcionais (M , N ) é um par excepcional se
HomH (N , M ) = 0= Ext
1
H (N , M ).
Uma sequência de objetos (X1, X2, · · · , X r ) é dita uma sequência excepcional se (X i , X j ) é um par
excepcional para todos i < j . Se, além disso, r = n, em que n = rkK0(H ), chamamos a sequência
de sequência excepcional completa.
Podemos enunciar então o seguinte resultado, que será muito importante no decorrer
deste texto.
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Teorema 1.16 (ver [Mel04], pág. 84) Dada uma categoria hereditáriaH , os somandos diretos
indecomponíveis não isomorfos de um complexo tilting parcial T • em Db (H ) podem ser orde-
nados de tal maneira que eles formem uma sequência excepcional ε. Mais ainda, se T • for um
complexo tilting, então ε é completa.







para alguns objetos tilting parciais Ti na categoria H e ni ∈ Z com n1 < n2 < ... < nt . Em
particular temos que Ext1H (Ti , Ti ) = 0. Do lema 1.11 obtemos HomH (Ti , Tj ) = 0 e Ext
1
H (Ti , Tj ) = 0
para i > j . Note que ao decompormos o complexo tilting T • dessa maneira, os objetos Ti não
são necessariamente indecomponíveis.
Segue também do item (d) do lema 1.11 que ao escrevermos Ti = ⊕sl=1X
(i )
l , ou seja, sua
decomposição em objetos indecomponíveis de H , podemos ordenar os objetos X (i )l de tal
maneira que HomH (X
(i )
la
, X (i )lb ) = 0 se la > lb . E assim obtemos uma sequência excepcional.
Além disso, se T • for um complexo tilting, então o número de somandos diretos indecom-
poníveis de T • é igual ao posto do grupo de Grothendieck da categoriaH , e a sequência ex-
cepcional é completa.
Chamaremos esta sequência excepcional de sequência excepcional do complexo tilting.
Note que em geral pode existir mais do que uma sequência excepcional completa para um
complexo tilting e que, por outro lado, nem sempre uma sequência excepcional completa de-
termina um complexo tilting.
Em geral, a menos que seja mencionado o contrário, quando escrevemos o complexo til-







consideramos que cada Ti é um objeto indecomponível emH , que r0 ≤ r1 ≤ ...≤ rn−2 ≤ rn−1, e
além disso, para i > j ,
HomH (Ti , Tj ) = Ext
1
H (Ti , Tj ) = 0.
Capítulo 1. Preliminares 34
1.4.2 Categorias Perpendiculares
Iremos frequentemente lidar com categorias perpendiculares neste trabalho. Esta ferra-
menta nos será muito útil para trabalhar com sequências excepcionais, mas também nos aju-
dará em provas onde utilizaremos indução.
Definição 1.13 Seja C uma classe de objetos em uma categoria hereditáriaH . Então definimos
as categorias perpendiculares C ⊥ e ⊥C como as seguintes subcategorias:
C ⊥ = {X ∈H |HomH (M , X ) = 0= Ext1H (M , X ),∀M ∈C },
⊥C = {X ∈H |HomH (X , M ) = 0= Ext1H (X , M ),∀M ∈C }.
Categorias perpendiculares foram introduzidas em [GL91]. Um resultado clássico apre-
sentado nesse texto é que se Λ é uma álgebra hereditária com n módulos simples e X é um
Λ-módulo excepcional, então a categoria perpendicular à direita X ⊥, formada em modΛ, é
equivalente a uma categoria de módulos modΛ0 para alguma álgebra hereditáriaΛ0 com n−1
módulos simples.
Dizemos que um objeto A em uma categoria abelianaA tem dimensão projetiva menor ou
igual a n (pdA ≤ n) se ExtkA (A, _) = 0 para todo k ≥ n +1. Além disso, se pdA ≤ n e pdA > n −1,
dizemos que pdA = n . Se pdS ≤ n para todo S ∈S , escreveremos pdS ≤ n .
Proposição 1.17 (ver [GL91], pág. 274) SejaS um sistema de objetos em uma categoria abeli-
anaA . Então a categoriaS ⊥ é fechada para extensões e núcleos. Se adicionalmente dpS ≤ 1,
entãoS ⊥ é uma subcategoria exata deA , isto é,S ⊥ é abeliana e a inclusãoS ⊥ ,→A é exata.
Ao considerarmos uma álgebra hereditária Λ e tomarmos um Λ-módulo indecomponível
projetivo em modΛ, temos o seguinte resultado.
Proposição 1.18 (ver [GL91], pág. 300) Sejam Λ = kQ uma álgebra hereditária e P (i ) = eiΛ o
Λ-módulo projetivo associado ao vértice i no quiver Q . Então temos
P (i )⊥ 'modΛ/ΛeiΛ.
No caso em que consideramos a categoria perpendicular de um módulo tilting parcial,
além das propriedades já vistas anteriormente, temos alguns resultados a mais, que enuncia-
remos a seguir.
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Proposição 1.19 (ver [SS07], pág. 255) SejamΛuma álgebra e T umΛ-módulo tilting parcial.
Então o funtor inclusão T ⊥ ,→modΛ admite um funtor adjunto à esquerda pT : modΛ→ T ⊥,
isto é, para cada módulo N ∈ T ⊥ e para cada módulo M em modΛ, existe um isomorfismo
funtorial de k -espaços vetoriais
HomΛ(pT (M ), N )
'−→HomΛ(M , N ).
Em particular, pT (N )∼=N , para cada módulo N em T ⊥.
Corolário 1.20 Sejam Λ uma álgebra arbitrária, T um Λ-módulo tilting parcial e pT : modΛ→
T ⊥ como descrito na proposição acima. Então o funtor
HomΛ(pT (Λ), _) : T
⊥→modEndΛ(pT (Λ))
é uma equivalência de categorias.
Teorema 1.21 (ver [SS07], pág. 260) SejamΛuma álgebra hereditária e T ∈modΛum módulo
tilting parcial. Então:
• Existe uma álgebra hereditária B satisfazendo a equivalência k -linear de categorias: T ⊥ '
modB .
• rkK0(Λ) = rkK0(B ) + r, onde r ≥ 1 é o número de somandos indecomponíveis do módulo
T .
Ao considerarmos uma sequência excepcional ε, podemos sempre construir as categorias
perpendiculares ε⊥ e ⊥ε. Sabemos também que, dado um complexo tilting T • em Db (H ),
podemos reordenar seus somandos diretos indecomponíveis de tal maneira que os módulos
associados aos somandos de T • formem uma sequência excepcional.
Proposição 1.22 (ver [GL91], pág. 290) Seja j : A ′ → A uma inclusão exata de categorias
abelianas. Então as seguintes afirmações são equivalentes:
(1) O morfismo natural
Ext1A ′(A, B )→ Ext
1
A ( j A, j B )
é um isomorfismo para todo A, B ∈A ′ e n ≥ 0.
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(2) O funtor induzido entre categorias derivadas
Db ( j ) :Db (A ′)→Db (A )
é uma inclusão plena.
O próximo lema, que será utilizado exaustivamente neste trabalho, nos apresenta alguns
complexos tilting especiais, construídos a partir de um complexo tilting dado T •, utilizando
as ideias expostas anteriormente.
Lema 1.23 SejamH uma categoria hereditária tal que rkK0(H ) = n e T • =⊕n−1i=0 Ti [ri ] um com-
plexo tilting em Db (H ), em que cada Ti é um objeto indecomponível em H . Seja também












é complexo tilting emDb (⊥(T0, · · · , Tt )).
Demonstração: Provaremos aqui somente a primeira parte do lema, a prova da outra parte é
análoga. Vejamos primeiramente que T •R está na categoriaD
b ((Ts+1, · · · , Tn−1)⊥). Note que uma
vez que ε= {T0, ..., Tn−1} é uma sequência excepcional, para todo j ∈ {s+1, ..., n−1} e para todo
i ∈ {0, ..., s }, valem as seguintes igualdades:
HomH (Tj , Ti ) = 0;
Ext1H (Tj , Ti ) = 0.
Assim, concluímos que, para todo i ∈ {0, ..., s }, o objeto Ti pertence à categoria (Ts+1, ..., Tn−1)⊥,
e portanto T •R =⊕
s
i=0Ti [ri ] ∈D
b ((Ts+1, ..., Tn−1)⊥).
Agora provaremos que T •R é de fato um complexo tilting. Utilizando então o lema 1.10,





R [m ]) = 0
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para todo m 6= 0 e que o número de somandos diretos indecomponíveis de T •R é igual ao posto
do grupo de Grothendieck da categoria (Ts+1, ..., Tn−1)⊥.





R [m ]) =
⊕
i , j




HomDb (H )(Ti [ri ], Tj [r j ][m ])
= 0,
pois Ti [ri ] e Tj [r j ] são somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting T •. Note que ao
passarmos da primeira para a segunda linha na sequência de morfismos acima, utilizamos a
proposição 1.22. Agora, finalmente, note que
|T •R |= s +1= n − [(n −1)− (s +1) +1] = rkK0((Ts+1, ..., Tn−1)
⊥).
A proposição anterior, aliada ao último lema, nos permitirá utilizar o comportamento de
um complexo tilting em uma subcategoria específicaA ′ ⊂A para descrever o seu compor-
tamento na categoriaA .
Observação 1.2 Note que no nosso caso, isto é, quando estamos trabalhando com uma catego-
ria hereditária com objeto tiltingH , para todo H objeto deH temos pdH ≤ 1, isto é, para todo
n ≥ 2 temos ExtnH (H , _) = 0, e então, da proposição 1.17, temos que a categoria perpendicular
(Ts+1, ..., Tn−1)⊥ é abeliana e a inclusão (Ts+1, ..., Tn−1)⊥ ,→H é exata, e de acordo com o corolário
2.4 de [GL91], o item (1) do lema anterior sempre se verifica. Assim, utilizando a proposição 1.22






na categoriaH , podemos concluir que
Db ((Ts+1, ..., Tn−1)⊥) ,→Db (H ).
Além disso, como (Ts+1, ..., Tn−1)⊥ ⊂ H e a categoria derivada de uma categoria hereditária é
o fecho aditivo de tal categoria, para cada i ∈ Z, temos (Ts+1, ..., Tn−1)⊥[i ] ⊂ H [i ], e assim, se
tivermos um objeto espalhado em ` cópias na categoria Db ((Ts+1, ..., Tn−1)⊥), esse mesmo objeto
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poderá estar espalhado em no máximo ` cópias deDb (H ).
1.5 Dimensão Global Forte
Nosso objetivo nessa seção é definir a dimensão global forte de uma álgebra, bem como
apresentar alguns resultados gerais sobre tal invariante. No caso da dimensão global de uma
álgebra, sabemos que essa medida nos diz o quão longe uma álgebra está de ser uma álgebra
hereditária. O conceito de dimensão global forte é um invariante que nos ajuda a medir o quão
longe uma álgebra hereditária por partes está de ser uma álgebra quasi-tilted.
Definição 1.14 SejamΛuma álgebra de dimensão finita e X • ∈K b (ΛP )um objeto indecompo-
nível na categoria de homotopia de complexos limitados de Λ-módulos projetivos finitamente
gerados. Seja
P : · · · → 0→ 0→ P r → P r+1→ ·· ·→ P s−1→ P s → 0→ 0→ ·· ·
uma resolução projetiva minimal de X •, em que P r 6= 0 e P s 6= 0. Então defina o comprimento
de X • como
`(X •) = s − r.




em que X • percorre todos os objetos indecomponíveis.
Note que da definição acima, garantimos que s.gl.dim.Λ ∈ N ∪ {∞}. Segue também da
definição que se a álgebra Λ for uma álgebra hereditária, então s.gl.dim.Λ ≤ 1. Além disso,
para uma álgebra quasi-tilted que não seja uma álgebra hereditária, o próximo resultado nos
fornece o valor de s.gl.dim.Λ.
Proposição 1.24 (ver [HZ08], pág. 185) Seja Λ uma álgebra com dimensão finita. Então as se-
guintes afirmações são equivalentes:
(i) gl.dimΛ= s.gl.dim.Λ= 2;
(ii) Λ é uma álgebra quasi-tilted que não é hereditária.
Além disso, em [HZ08] e [HZ10], Happel e Zacharia também mostraram os seguintes resul-
tados, que nos fornecem uma caracterização alternativa para álgebras hereditárias por partes.
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Proposição 1.25 (ver [HZ10], pág. 1145) Seja Λ uma álgebra hereditária por partes com di-
mensão finita. Então s.gl.dim.Λ≤ rkK0(Λ). Em particular, s.gl.dim.Λ<∞.
Teorema 1.26 (ver [HZ08], pág. 184) Seja Λ uma álgebra com dimensão finita. Então Λ é he-
reditária por partes se, e somente se, s.gl.dim.Λ<∞.
Neste trabalho um de nossos objetivos é encontrar majorantes para a dimensão global forte
de certos tipos de álgebras. Para isto, utilizaremos a seguinte caracterização para a dimensão
global forte, que pode ser encontrada em [ALMM17].
Sejam T • e X • ∈Db (A ), em queA é uma categoria hereditária. Definimos então `+T •(X
•),
`−T •(X
•) ∈Z∪{−∞,+∞} da seguinte maneira:
`+T •(X
•) = sup{n ∈Z|HomDb (A )(X •, T •[n ]) 6= 0}
`−T •(X
•) = inf{n ∈Z|HomDb (A )(T •[n ], X •) 6= 0}
Proposição 1.27 (ver [ALMM17]) Sejam T • ∈ Db (A ) um complexo tilting e Λ = EndT •o p . En-
tão −∞< `−T •(X
•)≤ `+T •(X
•)<+∞ para todo X • ∈Db (A ) indecomponível, e além disso,
s.gl.dim.Λ= sup{`+T •(X
•)− `−T •(X
•)|X • ∈ indDb (A )}.
No que segue, se T • é um complexo tilting em Db (A ), e se X • ∈ indDb (A ), então `T •(X •)
denota a diferença `+T •(X
•)− `−T •(X
•). Note que `T •(X •) = `T •(X •[i ]) para todo X • ∈ Db (A ) e
i ∈Z. Logo, temos o seguinte:
s.gl.dim.Λ= sup{`T •(X •)|X • ∈ indDb (A ), `−T •(X
•) = 0}.
O próximo resultado nos mostra uma forma de relacionar a dimensão global forte com o
espalhamento de um complexo tilting, e será uma ferramenta muito importante na prova de
diversos resultados futuros neste trabalho.
Lema 1.28 (ver [ALMM17]) SejamH ⊆Db (A ) uma subcategoria hereditária geradora e T • ∈







s.gl.dim.EndT •o p ≤ l +2.
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Demonstração: Seja X • ∈ Db (A ) um objeto indecomponível. A menos de shift, podemos
considerar que `−T •(X
•) = 0. Seja d = `+T •(X
•) = `T •(X •). Existem então T1, T2 somandos diretos
indecomponíveis de T • tais que
HomDb (A )(T1, X
•) 6= 0 e HomDb (A )(X •, T2[d ]) 6= 0.
Além disso, existem inteiros i ∈Ze j , k ∈ {0, · · · , l } tais que
X • ∈H [i ], T1 ∈H [ j ], e T2 ∈H [k ].
Temos 0≤ i − j ≤ 1 e 0≤ (d +k )− i ≤ 1, e então
d ≤ 1+ i −k = 1+ (i − j )
︸ ︷︷ ︸
≤1





Nesta seção apresentaremos alguns resultados sobre categorias de módulos sobre álgebras
hereditárias que serão necessários ao longo do texto. Antes de prosseguirmos, relembre que
uma álgebra hereditária Λ é dita de tipo de representação finito se a categoria de módulos
modΛ tem um número finito de módulos indecomponíveis não-isomorfos. Além disso, sabe-
mos também que tais álgebras podem ser representadas como álgebras de caminhos kQ , em
que o grafo subjacente de Q é do tipo Dynkin, ou seja, tem uma das seguintes formas:
An : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ , n ≥ 1.
◦
Dn : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦, n ≥ 4.
◦
◦
E6 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
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◦
E7 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦
E8 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
Os índices nos grafos Dynkin se referem ao número de vértices(por exemplo, An tem n vérti-
ces).
Relembremos que uma álgebra hereditária Λ é dita de tipo de representação manso se é
uma álgebra de caminhos kQ cujo grafo subjacente ao quiver Q é Euclidiano, ou seja, tem
uma das seguintes formas:
◦
Ãn : ◦ ◦ ◦ · · · ◦ ◦ ◦, n ≥ 1.
◦ ◦




◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦
Ẽ7 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦
Ẽ8 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
Os índices nos grafos Euclidianos se referem ao número de vértices menos um(por exem-
plo, Ãn tem n + 1 vértices). De fato, um grafo Euclidiano pode ser construído a partir de seu
correspondente grafo Dynkin adicionando-se um novo vértice.
No resto desta seção apresentaremos resultados sobre o quiver de Auslander-Reiten de
uma álgebra hereditária mansa.
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Definição 1.15 Seja A uma k -álgebra arbitrária e Γ (modA) o quiver de Auslander-Reiten de A.
a) Uma componente conexa P de Γ (modA) é dita pós-projetiva se P for acíclica e, para todo
módulo indecomponível M em P, existirem t ≥ 0 e a ∈ (QA)0 tais que M ' τ−t P (a ),
onde P (a ) é o módulo projetivo associado ao vértice a . Um A-módulo indecomponível
é dito pós-projetivo se pertence à uma componente pós-projetiva de Γ (modA), e um A-
módulo arbitrário é dito pós-projetivo se for soma direta de A-módulos indecomponíveis
pós-projetivos.
b) Uma componente conexa Q de Γ (modA) é dita pré-injetiva se Q for acíclica e, para todo
módulo indecomponível M em Q, existirem s ≥ 0 e b ∈ (QA)0 tais que M ' τs I (b ), onde
I (b ) é o módulo injetivo associado ao vértice b . Um A-módulo indecomponível é dito
pré-injetivo se pertence à uma componente pré-injetiva de Γ (modA), e um A-módulo ar-
bitrário é dito pré-injetivo se for soma direta de A-módulos indecomponíveis pré-injetivos.
c) Uma componente conexa C de Γ (modA) é dita regular se C não contém A-módulos pós-
projetivos e pré-injetivos. Um A-módulo indecomponível é dito regular se pertence à uma
componente regular de Γ (modA), e um A-módulo arbitrário é dito regular se for soma
direta de A-módulos indecomponíveis regulares.
Definição 1.16 Uma família C = {Ci }i∈Λ de componentes no quiver de Auslander-Reiten
Γ (modA) de uma álgebra A é dita separante se os A-módulos indecomponíveis fora da famí-
lia C se separam em 2 classes P e Q tais que as seguintes condições são satisfeitas:
(a) As componentes em C são duas a duas ortogonais.
(b) HomA(Q, P) = 0, HomA(Q, C) = 0, HomA(C, P) = 0.
(c) Para cada i ∈ Λ, qualquer morfismo f : P →Q , com P ∈ addP e Q ∈ addQ, se fatora por um
módulo de addCi .
Neste caso dizemos que C separa P de Q.
O próximo teorema, que pode ser encontrado em [SS06], descreve o quiver de Auslander-
Reiten Γ (modΛ) de qualquer álgebra hereditária Λ = kQ mansa. Para a definição de quiver
Euclidiano orientado canonicamente recomendamos a leitura de [SS06], pág. 146.
Teorema 1.29 (ver [SS06], pág. 154) Sejam k um corpo algebricamente fechado e Q um quiver
acíclico cujo grafo subjacente Q é Euclidiano, e seja também A = kQ a álgebra de caminhos de
Q .
(a) Existe um quiver Euclidiano4 orientado canonicamente tal que Q é obtido de4 através de
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uma sequência finita de reflexões e A é uma álgebra tilted de tipo4.
(b) O quiver de Auslander-Reiten Γ (modA) de A consiste dos seguintes três tipos de componentes:
• Uma componente pós-projetiva P(A) contendo todos os A-módulos projetivos indecom-
poníveis;
• Uma componente pré-injetiva Q(A) contendo todos os A-módulos injetivos indecomponí-
veis;
• Uma única P1(k )-família
TQ = {T QΛ }λ∈P1(k )
de tubos estáveis, na componente regular R(A) de Γ (modA), separando P(A) de Q(A).
(c) Seja mQ = (m1, · · · , ms ) o tipo tubular da P1(k )-família TQ . Então
• mQ = (p , q ), se Q = Ãm , m ≥ 1, p =min{p ′, p ′′}, e q =max{p ′, p ′′}, em que p ′ e p ′′ são os
números de flechas orientadas no sentido anti-horário e horário em Q , respectivamente;
• mQ = (2, 2, m −2), se Q = D̃m e m ≥ 4;
• mQ = (2, 3, 3), se Q = Ẽ6;
• mQ = (2, 3, 4), se Q = Ẽ7;
• mQ = (2, 3, 5), se Q = Ẽ8;
Vejamos abaixo a representação geométrica do teorema acima.
Segue do teorema 1.29 que a parte regular R(A) de Γ (modA) é justamente a P1(k )-família
TQ = {T QΛ }λ∈P1(k ) de tubos estáveis. Aplicando este resultado a uma algebra hereditária kQ ,
obtemos o seguinte resultado, que nos será muito útil.
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Corolário 1.30 (ver [SS06], pág.154) Sejam k um corpo algebricamente fechado e Q um qui-
ver acíclico cujo grafo subjacente Q é Euclidiano, e seja também A = kQ álgebra de caminhos
relacionada à Q .
(a) A única P1(k )-família TQ = {T
Q
Λ }λ∈P1(k ) de tubos estáveis de 1.29 contém no máximo 3 tubos
T Qλ não homogêneos.
(b) A família TQ contém exatamente 3 tubos não homogêneos se o grafo subjacente Q é igual aos
grafos D̃m , m ≥ 4, Ẽ6, Ẽ7 ou Ẽ8.
(c) A família TQ contém exatamente 2 tubos não homogêneos se Q = Ãm , m ≥ 3, p =min{p ′, p ′′}
≥ 2, e q =max{p ′, p ′′} ≥ 2, em que p ′ e p ′′ são os números de flechas orientadas no sentido anti-
horário e horário em Q , respectivamente.
(d) A família TQ contém exatamente 1 tubo não homogêneo se Q = Ãm , m ≥ 2, p =min{p ′, p ′′}=
1, e q =max{p ′, p ′′} ≥ 2, e
(e) TQ consiste apenas de tubos homogêneos se, e somente se, kQ é algebra de Kronecker.
Utilizando então conceitos apresentados anteriormente durante este capítulo, estamos
aptos a estudar o comportamento da categoria perpendicular de objetos regulares indecom-
poníveis na categoria de módulos de uma álgebra hereditária mansa.
Teorema 1.31 Seja Λ uma álgebra hereditária mansa conexa, e além disso, suponha que o tipo
tubular de Λ é mΛ = (p , q , r ). Se T é um objeto regular indecomponível no tuboTp em modΛ tal
que Ext1Λ(T , T ) = 0, então
T ⊥ 'modΛ′,
em que Λ′ é uma álgebra hereditária mansa conexa de tipo tubular mΛ′ = (p −1, q , r ).
Demonstração: Primeiramente suponha que T esteja no tubo de posto p , denotado por Tp .
Como Ext1Λ(T , T ) = 0, segue de 1.21 que existe uma álgebra hereditária Λ
′ tal que T ⊥ 'modΛ′,
e além disso, rkK0(Λ′) = rkK0(Λ)−1. De [CK09], página 51, sabemos que rkK0(Λ) = (p −1)+ (q −
1)+ (r −1)+2, e portanto rkK0(Λ′) = (p −1)+ (q −1)+ (r −1)+2−1. Além disso, também temos
que os tubos Tq , Tr e T estão na categoria modΛ′, pois os tubos em modΛ são ortogonais.
Assim, concluímos que Λ′ é mansa e que o tubo Tp se torna um tubo Tp−1 de posto p − 1, e
então o tipo tubular de Λ′ é dado por mΛ′ = (p −1, q , r ).
Vejamos agora que a álgebra Λ′ é conexa. Para tanto, mostraremos que existe um Λ′ - mó-
dulo indecomponível R tal que HomΛ′(Pk , R ) 6= 0 para todo módulo projetivo indecomponível
Pk em modΛ
′.
Note que ao fazermos isto, uma vez que para quaisquer módulos M , M ′ de modΛ′ existem
projetivos indecomponíveis Pi e Pj tais que HomΛ′(Pi , M ) 6= 0 e HomΛ′(Pj , M ′) 6= 0, então dados
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M e M ′ em modΛ′, sempre existirá um passeio
M ← Pi →R ← Pj →M ′,
e portanto a categoria modΛ′ será conexa, e assim concluiremos que a álgebra Λ′ é conexa.
Relembre da proposição 1.19 que o funtor inclusão ι : modΛ′ ,→ modΛ admite um fun-
tor adjunto à esquerda, denotado por pT : modΛ → modΛ′. Resta provarmos que de fato
existe tal objeto R descrito anteriormente. Para tanto, tome R um objeto indecomponível
simples regular e homogêneo em modΛ. Segue então de [HHK], página 128, axioma H 6, que
HomΛ(P ′, R ) 6= 0 para todo objeto P ′ na componente pós-projetiva de modΛ. Note também
que R ∈ modΛ′, logo pT (R ) = R , e assim temos que R é um objeto indecomponível simples
homogêneo em modΛ′.
Por fim, ao considerarmos um Λ′-módulo projetivo P , segue do corolário 1.20 que P deve
ser um somando do módulo pT (Λ). Como podemos escrever Λ = ⊕Λi , em que cada Λi é um
Λ-módulo projetivo indecomponível, temos então que existe um índice ik tal que Pi = pT (Λik )
e
HomΛ′(Pi , R ) = HomΛ′(pT (Λik ), R )
' HomΛ(Λik , R )
6= 0.
Concluímos assim que para qualquer Λ′-módulo projetivo Pi temos HomΛ′(Pi , R ) 6= 0, e como
mencionado anteriormente, segue que a álgebra Λ′ é conexa.
O teorema anterior será uma peça fundamental no estudo da distribuição dos somandos
diretos indecomponíveis de um complexo tilting na categoria derivada de uma álgebra here-
ditária mansa, nos auxiliando assim a encontrar majorantes para a dimensão global forte de
álgebras hereditárias por partes que sejam derivadamente equivalentes à álgebras hereditárias
mansas.
Capítulo 2
Dimensão Global Forte na Categoria
Derivada de Álgebras Hereditárias
Como visto anteriormente, seΛ é uma álgebra hereditária, a categoria derivadaDb (modΛ)
pode ser escrita como uma colagem dos quivers de Auslander-Reiten Γ (modΛ), em que cada
cópia é um shift da categoria original. Esta colagem é feita mediante triângulos de Auslander-
Reiten, que estão descritos em [Hap88]. Então, ao tomarmos um complexo tilting T • em






Porém, ao considerarmos uma subcategoria hereditária geradora qualquerH ⊂Db (modΛ), a




H [i ]. (2.1)
Um dos objetivos deste capítulo é, dados uma álgebra hereditária Λ de tipo de representação
finito ou manso, e T • um complexo tilting emDb (modΛ), encontrar um par (H ,`), como des-
crito acima em (2.1), de tal maneira que ` seja o menor número natural possível. Como con-
sequência, ao aplicarmos o lema 1.28, poderemos encontrar um majorante para a dimensão
global forte da álgebra EndT •o p , que como já vimos, será dado por `+2.
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2.1 Algumas propriedades dos complexos tilting em álgebras
hereditárias
Como visto anteriormente, Happel e Zacharia provaram em [HZ10] que, dada uma álgebra
hereditária por partesΛ, temos que s.gl.dim.Λ≤ n , em que n é o posto do grupo de Grothendi-
eck da álgebra Λ. Provaremos o teorema 2.5 e o teorema 2.6, e utilizando as técnicas apresen-
tadas em [ALMM17], generalizaremos o resultado de Happel e Zacharia no caso de álgebras
hereditárias por partes que são derivadamente equivalentes à álgebras hereditárias mansas
ou de tipo de representação finito.
Outro aspecto importante é que para obter os resultados relativos à dimensão global forte,
provaremos primeiro uma série de resultados importantes sobre complexos tilting na cate-
goria derivada Db (modkQ ). O próximo lema nos diz como estão distribuídos objetos regula-
res satisfazendo certas propriedades dentro da categoria derivada de uma álgebra hereditária
mansa. Relembramos aqui que um objeto é dito regular em Db (modkQ ) se ele for um objeto
regular na categoria modkQ . Vale ressaltar que as componentes regulares de modkQ são tu-
bos estáveis estândar, já introduzidas anteriormente, mas por abuso de notação, diremos que
a união da Pk1 -família de tubos ortogonais de modkQ é uma componente regular. Note que
Lema 2.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver Euclidiano, e seja kQ a ál-
gebra de caminhos associada ao quiver Q . Se X • é um objeto em Db (modkQ ) cujos somandos
diretos indecomponíveis estão todos em componentes regulares e tal que a álgebra de endomor-
fismos EndX •o p é conexa, então existe um tubo estável T de modkQ tal que os somandos de X •
estão todos em shifts do tubo T .






X i [ri ], X i ∈modkQ .
Temos como hipótese que a álgebra EndX •o p é conexa, logo, para cada somando X i [ri ] fixado,
deve existir outro somando X j [r j ] de X • satisfazendo uma das duas condições abaixo:
• HomDb (modkQ )(X i [ri ], X j [r j ]) 6= 0;
• HomDb (modkQ )(X j [r j ], X i [ri ]) 6= 0.
Podemos concluir então que |ri−r j | ≤ 1, e considerando apenas os kQ -módulos X i e X j temos
que eles satisfazem alguma das quatro condições abaixo:
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• HomkQ (X i , X j ) 6= 0;
• HomkQ (X j , X i ) 6= 0;
• Ext1kQ (X i , X j ) 6= 0;
• Ext1kQ (X j , X i ) 6= 0.
Isto nos diz então que X i e X j devem estar em um mesmo tubo T da componente regular R
de modkQ , uma vez que do teorema 1.29 temos que os tubos em R são dois a dois ortogonais.
Além disso, o kQ -módulo X i foi tomado de forma arbitrária, logo podemos utilizar o mesmo
raciocínio de conexidade apresentado acima para mostrar que todos os kQ -módulos X i estão
no mesmo tuboT , e assim concluímos que os somandos diretos indecomponíveis de X • estão
todos em shifts de um mesmo tubo.
O próximo lema nos mostrará que sequências excepcionais dentro de tubos estáveis es-
tândar podem ter no máximo um determinado número de objetos.
Lema 2.2 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting, Tλ um tubo estável estândar
de posto rλ e {X1, X2, ..., Xn} ⊂ Tλ uma sequência excepcional. Então n ≤ rλ−1.
Demonstração: Relembre antes que como {X1, X2, ..., Xn} é uma sequência excepcional, te-
mos então que HomH (X i , X j ) = 0 para i > j e Ext1H (X i , X j ) = 0 para i ≥ j . Provemos o lema
utilizando indução sobre o posto do tubo Tλ.
Para rλ = 2, as únicas possibilidades de objetos excepcionais são os objetos na boca de T2,
fato este que segue da proposição 1.14. Logo, ao tomarmos {X1, X2, ..., Xn} sequência excep-
cional em T2, ao fixarmos Xn na boca do tubo, como HomH (Xn , Xn ) 6= 0 e Ext1H (Xn ,τXn ) 6= 0,
temos que não existe nenhum outro elemento X i que possa ser tomado em T2 de tal maneira
que {X i , Xn} seja sequência excepcional e assim concluímos que n = 1.
Suponha que a afirmação seja válida para 2 ≤ k ≤ rλ − 1, ou seja, dada uma sequência
excepcional {X1, X2, ..., Xn} em Tk temos que n ≤ k − 1. Vejamos então que a afirmação é vá-
lida para k = rλ. Para tanto, consideremos {X1, X2, ..., Xn} sequência excepcional em Tλ. Ao
tomarmos X ⊥n , do teorema 1.31, temos que X1, X2, ..., Xn−1 estão em um tubo Tk em X
⊥
n , com
k = rλ−1. Logo, concluímos que n −1≤ k −1≤ rλ−2 e portanto n ≤ rλ−1.
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Definição 2.1 Dada uma álgebra hereditária mansa Λ = kQ , dizemos que uma componente
na categoria derivadaDb (modΛ) é transjectiva se é da forma
Q[i ]∨P[i +1], para algum i ∈Z,
adicionando-se uma flecha do módulo injetivo indecomponível I (v )[i ] em Q[i ] para o módulo
projetivo indecomponível P (w )[i +1] em P[i +1] para cada flecha de v para w no quiver Q .
Antes de prosseguirmos, precisaremos do lema a seguir, que nos permitirá construir uma
secção em Γ (Db (modkQ )) cujas fontes são somandos diretos indecomponíveis de um com-
plexo tilting. A prova deste lema pode ser encontrada em [ALMM17]. Para a definição de sec-
ção, indicamos [ASS06], página 302.
Lema 2.3 (ver [ALMM17], pág. 14) Seja T • um objeto tilting em uma categoria trianguladaT .
Assuma que T • comece em uma componente de Auslander-Reiten transjectiva Γ . Então existe
uma secção Σ em Γ tal que toda fonte de Σ é um somando direto indecomponível de T •, e para
todo somando direto indecomponível Y de T • em Γ , existe um caminho em Γ começando em Σ
e terminando em Y . Analogamente, se T • termina em uma componente transjectiva Γ ′, existe
uma secçãoΣ′ em Γ ′ tal que todo poço deΣ′ é um somando direto indecomponível de T •, e para
todo somando direto indecomponível Y de T • em Γ ′, existe um caminho em Γ ′ começando em
Y e terminando em Σ.
Utilizando a secção definida no lema acima, podemos obter uma subcategoriaH ⊆T com
propriedades importantes, como veremos a seguir.
Lema 2.4 (ver [ALMM17], pág. 60) Seja T • um complexo tilting em uma categoria triangulada
T e seja Σ a secção definida em 2.3. Então
H = {X • ∈T /Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}
é subcategoria hereditária e geradora de T .
Demonstração: Segue do fato de Σ ser uma secção.
Juntando as informações dos lemas acima, podemos então provar que dado um complexo
tilting na categoria derivada de uma álgebra hereditária mansa, deve existir pelo menos um
somando direto indecomponível de tal complexo tilting em componente transjectiva.
Capítulo 2. Dimensão Global Forte na Categoria Derivada de Álgebras Hereditárias 50
Teorema 2.5 SejaΛ uma álgebra hereditária de tipo de representação finito ou mansa, e T • um
complexo tilting emDb (modΛ). Então
a) SeΛ for uma álgebra hereditária mansa com r k K0(Λ) = n, então existe um somando direto
indecomponível de T • que está em uma componente transjectiva;




H [i ],`≤ n −2.





Ti [ri ], Ti ∈ indΛ,
e assim temos uma sequência excepcional ε = {T0, ..., Tn−1}. Suponha por absurdo que não
exista somando de T • em componentes transjectivas. Segue então do lema 2.1 que todos os
objetos Ti devem estar em um mesmo tubo Tλ da categoria modΛ, pois a álgebra EndT •o p é
sempre conexa. Como Λ é uma álgebra hereditária mansa, o maior posto possível de um tubo
no caso em que rkK0(Λ) = n é igual à n − 1. Assim, teríamos uma sequência excepcional de
tamanho n em um tubo de posto rλ = n − 1, o que é um absurdo, devido ao lema 2.2. Logo
concluímos que deve existir então algum somando direto indecomponível de T • em compo-
nente transjectiva.
b) Como sempre existe um somando Ti [ri ] do complexo tilting T • em uma componente trans-
jectiva deDb (modΛ), para o caso em que Ti [ri ] não é o último somando de T •, podemos con-
siderar a secção Σ[ri ] tal que Ti [ri ] seja uma fonte de Σ[ri ]. Caso Ti [ri ] seja o último somando
de T •, o argumento a ser utilizado é o dual do que faremos a seguir. Considere a subcategoria
H = {X • ∈Db (modΛ)/Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}.
Tal subcategoria pode ser vista comoH =mod(EndΣo p ), e uma vez queΣ é uma secção, segue
queH é uma subcategoria hereditária geradora. Assim, uma vez que Ti [ri ] é fonte de Σ[ri ] e
T • é conexo, deve existir outro somando direto indecomponível Tj [ri ] de T • emH [ri ], e então,
a menos de shifts, podemos dizer que
T • ∈
∨`
i=0H [i ],`≤ n −2.
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Ao considerarmos um complexo tilting T • ∈ Db (modΛ) e a secção Σ[ri ] apresentada na
demonstração do item b) do teorema 2.5, construímos uma subcategoria hereditária geradora
H ⊂ Db (modΛ) de tal maneira que o complexo tilting T • esteja espalhado em no máximo
n − 1 cópias deH . Para tanto, utilizamos o fato de Σ[ri ] ter como fonte um somando direto
indecomponível de T •. No caso em que tal secção tenha mais fontes que sejam somandos
diretos indecomponíveis de T • temos o seguinte resultado.
Teorema 2.6 Sejam Λ uma álgebra hereditária, r um número inteiro positivo e Σ[ri ] uma sec-
ção de Γ (Db (modΛ)) cujas fontes S0[ri ], · · · ,Sr−1[ri ] são somandos diretos indecomponíveis de
um complexo tilting T • em Db (modΛ). Então existe subcategoria hereditária geradora H ⊂






Demonstração: Por hipótese temos que as fontes S0[ri ], · · · ,Sr−1[ri ] da secçãoΣ[ri ] são soman-
dos diretos indecomponíveis de um complexo tilting T •. Consideremos a subcategoria here-
ditária geradora
H = {X • ∈Db (modΛ)/Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}.
Uma vez que S0[ri ], · · · ,Sr−1[ri ] são fontes de Σ[ri ] e T • é conexo, deve existir outro somando




H [i ],`≤ n − (r +1).
Os teoremas 2.5 e 2.6 nos permitiram encontrar um limitante para o espalhamento de um
complexo tilting T • na categoria derivada Db (modΛ). Podemos então utilizar o lema 1.28 e a
fim de obter um majorante para a dimensão global forte de Λ.
Corolário 2.7 (Happel-Zacharia, 2010) Seja Λ uma álgebra tal queDb (modΛ)'Db (modkQ ),
em que kQ é uma álgebra hereditária de tipo de representação finito ou mansa, e tal que o posto
do grupo de Grothendieck rkK0(Λ) seja igual à n. Então
s.gl.dim.Λ≤ n = rkK0(Λ).
Demonstração: Utilizando o teorema de Rickard, existe um complexo tilting T • ∈Db (modkQ )
tal que Λ ' EndT •. Considerando então r = 1 no teorema 2.6 e aplicando em seguida o lema
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1.28, obtemos o resultado desejado.
2.2 Álgebras hereditárias do tipoAn
Um dos objetivos desta seção é apresentar resultados sobre o espalhamento de complexos
tilting na categoria derivada de uma álgebra hereditária do tipo An . O teorema 2.9 e os co-
rolários 2.10 e 2.13 são alguns dos resultados que provaremos. Uma álgebra hereditária Λ de
dimensão finita pode ser escrita como uma álgebra de caminhos kQ , em que k é um corpo
algebricamente fechado e Q é um quiver conexo, finito e sem ciclos orientados. Nesta seção,
consideraremos álgebras de caminhos kQ em que o grafo subjacente Q do quiver Q seja igual
à An . Sabemos que neste caso o quiver de Auslander-Reiten Γ (Db (modkQ )) é da forma ZAn ,
e de acordo com [Hap88], pág. 183, podemos parametrizá-lo como segue. Cada vértice de
Γ (Db (modkQ )) pode ser escrito como um par (i , j ), em que i é um número inteiro e j está no
conjunto finito {1, · · · , n}. Além disso, para cada par (i , j ) podemos associar duas flechas:
(i , j )−→ (i , j +1), 1≤ j ≤ n −1,
(i , j )−→ (i +1, j −1), 2≤ j ≤ n .
Podemos visualizar o quiver de Auslander-Reiten Γ (Db (modkQ )) a seguir:
· · · (−2, n ) (−1, n ) (0, n ) · · ·
· · · (−2, n −1) (1, n −1) (0, n −1) (−1, n −1) · · ·
· · · ... ... ... · · ·
· · · (−1, 2) (0, 2) (1, 2) (2, 2) · · ·
(−1, 1) (0, 1) (1, 1) (2, 1) · · ·
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Considerando a parametrização dada anteriormente, o lema a seguir, que pode ser encon-
trado em [Hap88], nos permite descrever com precisão o shift de elementos em Γ (Db (modkQ ))
e também os morfismos não-nulos entre seus objetos.
Lema 2.8 (ver [Hap88], pág. 184) Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver
cujo grafo subjacente Q = An e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dado um
elemento X • = (i , j ) ∈ Γ (Db (modkQ )), as seguintes afirmações são válidas:
(i) X •[1] = (i , j )[1] = (i + j , n +1− j );
(ii) X •[−1] = (i , j )[−1] = (i + j −n −1, n +1− j );
(iii) SuppfX • = {Y = (i ′, j ′) ∈ Γ (Db (modkQ ))| i ≤ i ′ ≤ i + j − 1; i + j ≤ i ′ + j ′ ≤ n + i },
em que fX • =HomDb (modkQ )(X •, _);
(iv) SuppgX • = {Y = (i ′, j ′) ∈ Γ (Db (modkQ ))| i + j − n ≤ i ′ ≤ i ; i + 1 ≤ i ′ + j ′ ≤ i + j },
em que gX • =HomDb (modkQ )(_, X •).
Graficamente, os itens (iii) e (iv) do lema anterior representam o "retângulo"construído a
partir de um objeto fixado. Os próximos exemplos nos darão uma ideia clara de como visuali-
zar tal retângulo.
Exemplo 2.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
Q = A5 e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dado um objeto X • no quiver de
Auslander-Reiten Γ (Db (modkQ )), representamos em vermelho tracejado o SuppfX • :
· · · • • • · · ·
· · · • • • • · · ·
· · · X • • • · · ·
· · · • • • • · · ·
· · · • • • · · ·
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Analogamente, dado um objeto X • no quiver de Auslander-Reiten Γ (Db (modkQ )) da cate-
goria derivadaDb (modkQ ), podemos representar o SuppgX • por:
· · · • • • · · ·
· · · • • • • · · ·
· · · • • • · · ·
· · · • • • X • · · ·
· · · • • • · · ·
Agora, utilizando a parametrização de Γ (Db (modkQ )) definida anteriormente e o lema 2.3,
estamos aptos a provar um dos resultados mais importante desta seção, que nos auxiliará na
busca por um majorante para a dimensão global forte de uma álgebra hereditária por partes
do tipo An . Sabemos que uma secção em Γ (Db (modkQ )), em que Q =An , tem no máximo
k =





fontes, ou seja, para n par uma secção pode ter no máximo n/2 fontes enquanto para n ímpar
uma secção pode ter no máximo (n+1)/2 fontes. Os resultados a seguir são um desdobramento
do trabalho de Seidel (ver [Sei03]).
Teorema 2.9 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente é
Q = An , e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dados r com 1 ≤ r ≤ k , e uma
secção Σ de Γ (Db (modkQ )) cujas fontes S0, · · · ,Sr−1 são somandos diretos indecomponíveis de
um complexo tilting T • em Db (modkQ ), existe uma subcategoria hereditária geradora H ⊂






Demonstração: Como a álgebra de caminhos kQ é uma álgebra hereditária, sabemos que sua
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em que cada Ti é um kQ -módulo indecomponível. Do enunciado sabemos que existe uma
secção Σ de Γ (Db (modkQ )) tal que as fontes S0, S1, · · · ,Sr−1 de Σ são todas somandos diretos
indecomponíveis de T •. Podemos construir então uma subcategoria plenaH ⊂Db (modkQ )
da seguinte forma:
H = {X • ∈Db (modkQ )/Hom(Σ, X •[i ]) = 0,∀i 6= 0}.
Temos então que




ou seja,H é uma subcategoria hereditária geradora de Db (modkQ ). Pela nossa construção,
S0,S1, · · · ,Sr−1 ∈H [0], logo podemos escrevê-los como S0[0],S1[0], · · · ,Sr−1[0] ∈H [0].
Agora, como S0[0],S1[0], · · · ,Sr−1[0] ∈Σ e EndT •o p é uma álgebra conexa, segue da definição
deH que deve existir outro somando direto indecomponível de T • emH [0], somando este
que denotaremos por Sr [0]. Vejamos agora que Sr [0] ∈Σ.
De fato, utilizando o lema 2.8, uma vez que HomDb (modkQ )(⊕r−1i=0 Si [0],Sr [0]) 6= 0 e
HomDb (modkQ )(Sr [0],⊕r−1i=0 Si [1]) = 0, podemos concluir que Sr [0] ∈ Σ. Logo, como Sr [0] ∈ Σ e a
álgebra EndT •o p é conexa, deve existir Sr+1[0] somando indecomponível de T • emH [0]. As-
sim, existem pelo menos r +2 somandos diretos indecomponíveis de T • emH [0].
Como o complexo tilting T • tem n somandos diretos indecomponíveis, então T • estará






Para encontrar o maior espalhamento possível para o complexo tilting T •, o natural é su-
pormos que a secção Σ tenha apenas uma fonte, como veremos a seguir
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Corolário 2.10 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente
Q = An , e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Então, dado um complexo tilting
T • emDb (modkQ ), temos o seguinte:
a) Existe uma secção Σ de Γ (Db (modkQ )) tal que as fontes S0,S1, · · · ,Sr de Σ são somandos
diretos indecomponíveis de T •;




H [i ], `≤ n −3.
Demonstração: a) Pelo lema 2.3, sabemos que existe uma secção Σ de Γ (Db (modkQ )) tal que
as fontes S0,S1, · · · ,Sr de Σ são todos somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting
T •.











H [i ], `≤ n −3.
A partir do teorema 2.9 e do lema 1.28, dado um complexo tilting T • em Db (modkQ ), po-
demos então encontrar um majorante para a dimensão global forte da álgebra EndT •o p . Este
majorante dependerá do número de somandos indecomponíveis de T • em uma determinada
secção, como veremos a seguir.
Corolário 2.11 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
Q =An , e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiverQ . Suponha que exista uma secçãoΣde
Γ (Db (modkQ )) cujas fontes S0, · · · ,Sr−1 são somandos diretos indecomponíveis de um complexo
tilting T • emDb (modkQ ). Então
s.gl.dim.EndT •o p ≤ n − r.
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Demonstração: Do teorema 2.9, se existir uma secção Σ de Γ (Db (modkQ )) cujas fontes
S0, · · · ,Sr−1 são somandos diretos indecomponíveis de um complexo tilting T • emDb (modkQ ),






Logo, aplicando o lema 1.28, obtemos que
s.gl.dim.EndT •o p ≤ n − r.
Dada uma álgebra hereditária por partes Λ satisfazendo Db (modΛ) ' Db (modkQ ), pode-
mos utilizar o teorema de Rickard e mostrar que existe um complexo tilting T • emDb (modkQ )






e além disso, `≤ n −3. Aplicando então o lema 1.28, conseguiremos obter um majorante para
a dimensão global forte de álgebras hereditárias por partes do tipoAn , como podemos ver no
corolário a seguir.
Corolário 2.12 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
é Q = An , e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Considere Λ uma k -álgebra de
dimensão finita satisfazendoDb (modΛ)'Db (modkQ ). Então
s.gl.dim.Λ≤ n −1= rkK0(Λ)−1.
Demonstração: Basta considerarmos r = 1 no corolário 2.11 e assim obtemos o resultado.
Como vimos anteriormente no corolário 2.12, para uma álgebra hereditária por partes Λ
do tipo An , sempre temos s.gl.dim.Λ ≤ n − 1. Quando s.gl.dim.Λ = n − 1, ou seja, assume seu
valor máximo, o próximo teorema nos diz como será o quiver ordinário da álgebra Λ.
Teorema 2.13 Sejam k corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente Q
é An , e kQ a álgebra de caminhos associada à Q . Seja Λ uma k -álgebra de dimensão finita
Capítulo 2. Dimensão Global Forte na Categoria Derivada de Álgebras Hereditárias 58
satisfazendo Db (modΛ) ' Db (modkQ ). Além disso, suponha que s.gl.dim. Λ = n − 1. Então
Λ' kQ ′/R 2, em que Q ′ é o quiver
• •oo · · ·oo •oo •oo ,
e R o ideal radical da álgebra kQ .
Demonstração: ComoDb (modΛ)'Db (modkQ ), pelo teorema de Rickard sabemos que existe
um complexo tilting T • ∈ Db (modkQ ) tal que Λ = EndT •o p . Além disso, como s.gl.dim.Λ =






em que H ⊂ Db (modkQ ) é a subcategoria plena introduzida na demonstração do corolá-
rio 2.10. Ainda utilizando a demonstração de 2.10, como T • está espalhado em n − 2 có-
pias, podemos ver que existem três somandos de T • emH [0] e um somando em cada cópia
H [i ], 1≤ i ≤ n −3. Denotaremos então por T0, T1e T2 os somandos de T • emH [0] e por Ti+2 o
somando da cópiaH [i ], 1≤ i ≤ n −3.
Para todo 1 ≤ i ≤ n − 5, temos que HomDb (modkQ )(Ti+2, Ti+4) = 0, uma vez que Ti+2 ∈H [i ] e
Ti+4 ∈H [i+2]. Pela construção deH , temos que T1 ∈Σ e T3 ∈H [1], logo HomDb (modkQ )(T1, T3) =
0. Resta mostrarmos agora que HomDb (modkQ )(T0, T2) = 0.
De fato, suponha por absurdo que HomDb (modkQ )(T0, T2) 6= 0. Então, pela demonstração do
corolário 2.10, teríamos que T2 ∈Σ e assim HomDb (modkQ )(T2, T3) = 0, de onde segue que EndT •
é desconexa, o que é uma contradição. E finalmente podemos concluir que
Λ' kQ ′/R 2.
No teorema anterior, ao tomarmos a dimensão global forte máxima para a álgebra Λ, isto
é, ao supormos s.gl.dim. Λ= n−1, obtivemos queΛ= kQ ′/R 2, onde Q ′ é um quiver com grafo
subjacente do tipoAn . Note que a dimensão global de tal álgebra é igual à n−1, ou seja, neste
caso temos que s.gl.dim.Λ = gl.dim.Λ.
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2.3 Álgebras hereditárias do tipoDn , E6, E7 e E8
Nesta seção consideraremos álgebras de caminho da forma kQ , em que k é um corpo al-
gebricamente fechado e Q é um quiver cujo grafo subjacente é igual àDn , E6, E7 ou E8. Dado
um complexo tilting T • ∈Db (modkQ ), como na seção anterior, nosso objetivo é encontrar um





e, além disso, ` seja o menor número natural satisfazendo tal condição. Ao encontrarmos
tal `, encontramos automaticamente um majorante para dimensão global forte da álgebra
EndT •o p , o que nos permitirá encontrar um majorante para as álgebras hereditárias por partes
do tipo Dn , E6, E7 ou E8. Para provarmos tais fatos, necessitamos antes enunciar o próximo
teorema, cuja prova pode ser encontrada em [Hap88]. Tal teorema nos diz como o quiver or-
dinário de uma álgebra tilted iterada do tipo An deve ser.
Teorema 2.14 ([Hap88], pág. 185) SejaΛuma k -álgebra básica, conexa e com dimensão finita,
dada por um quiver limitado Q e um conjunto de relações J . Então, Λ é tilted iterada do tipo
An se, e somente se, Λ satisfaz as seguintes condições:
(i) Q é uma árvore com n vértices.
(ii) J pode ser gerado por caminhos de tamanho 2.
(iii) Cada vértice de Q tem no máximo 4 vizinhos.














com αβ = γδ= 0 é um subquiver limitado pleno de Q/J .





// • α // •






com αβ = 0
é um subquiver limitado pleno de Q/J .
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H [i ],`≤ n −2.
Utilizando o teorema 2.14, vejamos algumas propriedades interessantes que ocorrem quando
`= n −2 e `= n −3.
Lema 2.15 Sejam H = modkQ , com Q um quiver com n vértices cujo grafo subjacente Q é
Dynkin, n ≥ 4 e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Considere T • um complexo




H [i ],`≤ n −2.
Além disso, suponha que ⊥T0 e T
⊥
n−1 são categorias de módulos sobre álgebras de caminhos do
tipo An−1. Valem as afirmações:
1) Se `= n −2, então Q é do tipo An ou n = 4.
2) Se `= n −3, então Q é do tipo An ou n = 4 ou 5.
Demonstração: Provaremos aqui somente o item 2). A prova do item 1) é análoga. Supo-
nha que T ⊥n−1 e
⊥T0 sejam categorias de módulos sobre uma álgebra de caminhos do tipoAn−1.
Pelo lema 1.23, sabemos que T •\Tn−1[n − 3] e T •\T0[0] são complexos tilting nas categorias
derivadas Db (T ⊥n−1) e D
b (⊥T0), respectivamente. Logo, podemos concluir que as álgebras Σ =
End(T •\Tn−1[n − 3])o p e Σ
′ = End(T •\T0[0])o p são álgebras tilted iteradas do tipo An−1, por hi-
pótese. Nós iremos agora verificar quais das condições de (i) até (v) do teorema 2.14 valem
ou não para a álgebra Λ = EndT •o p . Como T • ∈
∨n−3
i=0 H [i ] e T
• tem n somandos indecom-
poníveis, então alguma cópiaH [i ] deve ter 3 somandos de T • ou 2 cópiasH [i ] devem ter 2
somandos de T • cada. Em ambos os casos, cada vértice de Λ terá no máximo 4 vizinhos, ou
seja, a condição (iii) do teorema 2.14 vale.
Suponha agora que o quiver de Λ não seja uma árvore. Como Σ e Σ
′
o são, Λ deveria ser
uma álgebra tilted iterada do tipo Ãn−1, o que é um absurdo. Logo, o quiver de Λ sempre será
uma árvore, e além disso, como T • tem n somandos, o quiver de Λ deve ter n vértices, logo a
condição (i) do teorema 2.14 sempre é válida.
Suponha agora que a condição (ii) de 2.14 não seja válida para Λ. Como tal condição é
válida para as álgebrasΣ eΣ
′
, deve existir uma relação de tamanho 3 envolvendo os somandos
T0[0] e Tn−1[n − 3] de T •. Tal relação deve começar em T0[0] e acabar em Tn−1[n − 3]. Como o
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tamanho de tal relação é 3, então devem existir pelo menos 2 somandos emH [1] eH [n − 4]
simultaneamente ou devem existir 3 somandos em H [1] e H [n − 3] simultaneamente. Da
primeira observação concluímos que n = 5 e da segunda observação concluímos que n = 4.
Agora, seguindo a ideia anterior, suponha que a condição (v) do teorema 2.14 não seja
válida para a álgebra Λ. Como tal condição vale para as álgebrasΣ eΣ
′
, novamente os vértices
relacionados aos indecomponíveis T0[0] e Tn−1[n − 3] devem estar envolvidos. Existe então
somando Ti [ri ] de T • com 3 vizinhos de tal maneira que a seguinte composta é não nula:
T0[0]
f
−→ Ti [ri ]
g
−→ Tn−1[n −3].
Como f ◦ g 6= 0, teríamos então: 0 ≤ n − 3 ≤ 1⇒ 3 ≤ n ≤ 4. Além disso, sabemos que n ≥ 4, e
assim concluímos que n = 4 neste caso.
Por fim, analisemos a condição (iv) do teorema 2.14. Se supormos que ela não vale para Λ,
como tal condição é satisfeita porΣ eΣ
′
, então os vértices envolvidos devem ser novamente os
vértices relacionados aos indecomponíveis T0[0]e Tn−1[n−3]. Logo, deve existir pelo menos um
somando Ti [ri ] 4 com vizinhos emH [1] eH [n−4] simultaneamente. Logo, teríamos n−4= 1
e portanto n = 5. Finalmente, concluímos então que a álgebraΛ é álgebra tilted iterada do tipo
An ou n = 4 ou 5.
Observação 2.1 Sejam k corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente
Q = D4, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dado um complexo tilting T • ∈
Db (modkQ ), veremos a seguir que existe uma subcategoria hereditária geradoraH contida em
Db (modkQ ) tal que
T • ∈H [0].
Para tanto, ao considerarmos um complexo tilting T • em Db (modkQ ), podemos tomar o pri-
meiro somando direto indecomponível T0 de T
• e construir uma secçãoΣ, como apresentado em
2.3, de tal maneira que T0 seja a única fonte. A partir disso, podemos construir a subcategoria
hereditária geradora:
H = {X • ∈Db (modkQ )/Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}.
Tal subcategoria satisfaz a propriedade de T • ∈ H [0], basta analisar os morfismos saindo de
T0 e chegando T0[1]. Entretanto, note que temos 4 possibilidades para o primeiro somando de
T •, uma vez que ele pode estar em qualquer uma das 4 órbitas do quiver de Auslander-Reiten
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da categoria derivada Db (modkQ ). Abaixo, apontaremos em vermelho tracejado como fica a
categoriaH , e além disso, indicaremos o complexo tilting com o maior espalhamento possível
em cada caso. Denotaremos os somandos em vermelho por T0, T1, T2 e T3. Por abuso de notação,
denotaremos T0[1] por T0.
· · · T1 • • • · · ·
· · · T0 T2 • • • • T0 • • · · ·
· · · T3 • • • · · · (2.2)
· · · T0 • T1 T0 · · ·
· · · • • • • • • • T2 • · · ·
· · · • • • T3 · · · (2.3)
· · · • • • T2 · · ·
· · · • • • • • • • T3 • · · ·
· · · T0 • T1 T0 · · · (2.4)
· · · • • • T2 · · ·
· · · • T0 • • • T1 • T0 • · · ·
· · · • • • T3 · · · (2.5)
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Uma consequência imediata da observação 2.1 é a próxima proposição.
Proposição 2.16 Seja T • um complexo tilting na categoriaDb (modkQ ), em que Q é um quiver
cujo grafo subjacente é Q =D4. Então a álgebra EndT •o p é uma álgebra tilted.
Analogamente, se considerarmos Q um quiver cujo grafo subjacente é Q = D5, dado um
complexo tilting T • na categoria derivada Db (modkQ ), veremos no próximo exemplo que
neste caso também existe uma subcategoria hereditária geradoraH ⊂Db (modkQ ) tal que
T • ∈H [0]∪H [1].
Observação 2.2 Sejam k corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente
Q = D5, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dado um complexo tilting T • ∈
Db (modkQ ), veremos a seguir que existe subcategoria hereditária geradoraH ⊂ Db (modkQ )
tal que
T • ∈H [0]∪H [1].
Assim como no exemplo anterior, ao considerarmos um complexo tilting T • em Db (modkQ ),
podemos tomar o primeiro somando indecomponível T0 de T
• e construir uma secção Σ de tal
maneira que T0 seja a única fonte. A partir disso, podemos construir a subcategoria hereditária
geradora
H = {X • ∈Db (modkQ )/Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}.
Tal subcategoria satisfaz a propriedade de T • ∈H [0], basta analisar os morfismos saindo de T0
e chegando T0[1]. Entretanto, note que temos 5 possibilidades para o primeiro somando de T •.
Abaixo, apontaremos em vermelho como fica a categoriaH em cada caso, e além disso, apon-
taremos o complexo tilting com o maior espalhamento possível em cada caso. Denotaremos os
somandos em vermelho por T0, T1, T2, T3 e T4. Por abuso de notação, denotaremos T0[1] por T0.
· · · • • • • • • • T3 · · ·
· · · • • • • • • • • • • • • • • • T4 • · · ·
· · · • • • • • • • • · · ·
· · · T0 • • T1 T0 • T2 • • · · · (2.6)
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· · · T3 • • • • • • · · ·
· · · T0 T4 • • • • • • T0 • • • • • · · ·
· · · • • • • • • • · · ·
· · · • T1 • • T2 • • · · · (2.7)
· · · • T4 • T1 T0 • • • • · · ·
· · · • T0 • • • • • • • • • • • • • • • • · · ·
· · · • • • • • • • • • · · ·
· · · • • • • • T2 • • T3 · · · (2.8)
· · · • • • • T2 • • · · ·
· · · • • • • • • • • • T3 • • • • · · ·
· · · T0 • • • T0 • • · · ·
· · · • • • T1 • T4 • · · · (2.9)
· · · T0 • • • • • • • • · · ·
· · · • • • T4 • • • T1 • T0 • • • • • • • • · · ·
· · · • • • • • • • • • · · ·
· · · • • • • • T2 • • T3 · · ·(2.10)
Uma consequência imediata da observação 2.2 é a próxima proposição.
Proposição 2.17 Seja T • um complexo tilting na categoriaDb (modkQ ), em que o quiver Q tem
grafo subjacente Q = D5. Então a álgebra EndT •o p é uma álgebra tilted ou então a dimensão
global forte da álgebra EndT •o p é igual a 3.
Utilizando então as observações 2.1 e 2.2 apresentadas anteriormente, finalmente pode-
remos enunciar o principal resultado desta seção. Mostraremos que dado um complexo til-
ting T • na categoria derivada Db (modkQ ) de uma álgebra de caminhos hereditária do tipo
Capítulo 2. Dimensão Global Forte na Categoria Derivada de Álgebras Hereditárias 65
Dn , E6, E7 ou E8, existe uma subcategoria hereditária geradoraH ⊂Db (modkQ ) com T • es-
palhado em no máximo n −3 cópias deH .
Teorema 2.18 Sejam k corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente Q =
Dn ou Q =En , n = 6, 7 ou 8, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Seja T • um com-







Demonstração: Se T • pertence à união ∨n−4i=0 modkQ [i ], bastaria considerar H = modkQ e
o resultado já seria válido. Já vimos também no teorema 2.5 que dado um complexo tilting
T • na categoria derivada de uma álgebra de caminhos kQ com quiver Q Dynkin, existe uma
categoria hereditária geradoraH tal que T • ∈ ∨n−2i=0H [i ]. Logo, podemos supor que T
• está
em ∨n−2i=0 modkQ [i ] ou em ∨
n−3
i=0 modkQ [i ].
Para provar o resultado, utilizaremos indução forte sobre o número de somandos diretos
indecomponíveis do complexo tilting T •, que denotaremos aqui por n . Para n = 4 e n = 5 o
resultado já é válido, basta recordar as observações 2.1 e 2.2. Para que a ideia da prova fique
mais clara, vejamos que o resultado é válido para n = 6 antes de aplicarmos a hipótese de






Consideremos então as categorias perpendiculares T ⊥5 e
⊥T0. Pelo teorema 1.21, devem existir
álgebras hereditárias B e B
′
de tal maneira que as categorias T ⊥5 e
⊥T0 sejam equivalentes às
categorias modB e modB ′, respectivamente e, além disso, rkK0(B ) = rkK0(B ′) = 5. Como B
e B ′ são álgebras hereditárias, podemos supor que existem quivers ∆ e ∆′ tais que B = k∆ e
B
′ = k∆′, em que k é um corpo algebricamente fechado. Reunindo as informações anteriores,
podemos concluir que o grafo subjacente∆ éD5 ouA5, e analogamente, o grafo subjacente∆′
é D5 ouA5.
Sabemos do lema 1.23 que T •\T5[r5] é um complexo tilting em Db (T ⊥5 ) ' D
b (mod∆). Se
supormos então que∆=D5, podemos concluir da observação anterior que existe uma subca-
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H [i ]. (2.11)
Para o caso em que o grafo subjacente∆′ é D5, a prova é totalmente análoga e da mesma ma-
neira concluímos que existe subcategoria geradora hereditáriaH ⊂Db (modkQ ) satisfazendo
(2.11).
Por fim, só nos resta o caso em que ∆ = ∆′ = A5. Neste caso, como n = 6, segue do lema
2.15 que o grafo subjacente Q éA6, o que é um absurdo. Portanto, para o caso n = 6 o resultado
vale.
Seja agora m um número natural tal que m > 6 e suponha que o resultado seja válido para
todo 6 < l < m , ou seja, para cada 6 < l < m , existe uma subcategoria hereditária geradora






Vejamos que o resultado também é válido para m .
Seja Q um quiver do tipo Dm ou Q =Em , m = 6, 7, 8. Sabemos que um complexo tilting T •






Consideremos agora as categorias perpendiculares T ⊥m−1 e
⊥T0. Utilizando então o teorema 1.21
novamente, podemos concluir que existem álgebras de caminhos kQm−1 e kQ0 satisfazendo
as equivalências T ⊥m−1 ' modkQm−1 e
⊥T0 ' modkQ0. Mais ainda, podemos dizer também
que rkK0(kQm−1) = rkK0(kQ0) = m − 1, de onde segue que Qm−1 = Dm−1 ouEm−1 ouAm−1, e
analogamente, Q0 =Dm−1 ouEm−1 ouAm−1.
Se Qm−1 =Dm−1 ouEm−1, como T •\Tm−1[rm−1] é um complexo tilting na categoria derivada
Db (T ⊥m−1), pela nossa hipótese de indução, podemos concluir que existe uma subcategoria he-
reditária geradoraHm−1 ⊂Db (modkQm−1) tal que



















Analogamente, no caso em que Q0 =Dm−1 ouEm−1, o resultado continua válido. Por fim, pre-
cisamos analisar apenas o caso em que Qm−1 =Q0 =Am−1. Mas neste caso, como m > 6, segue
do lema 2.15 que Q =Am , o que seria um absurdo, finalizando a demonstração.
A proposição acima, juntamente com o lema 1.28, nos permite então encontrar um majo-
rante para a dimensão global forte das álgebras hereditária por partes dos tiposDn ,E6,E7 eE8,
como veremos no corolário a seguir.
Corolário 2.19 Sejam k um corpo algebricamente fechado e Q um quiver cujo grafo subjacente
Q éDn ,E6,E7 ouE8. ConsidereΛ uma k -álgebra de dimensão finita derivadamente equivalente
à álgebra kQ , isto é,Db (modΛ)'Db (modkQ ). Então
s.gl.dim.Λ≤ n −2= rkK0(Λ)−2.
Demonstração: Como Db (modΛ) ' Db (modkQ ), pelo teorema de Rickard, existe um com-
plexo tilting T • em Db (modkQ ) tal que Λ ' EndT •o p . Utilizando o lema 1.28, concluímos
então que s.gl.dim.EndT •o p ≤ n − 4+ 2 = n − 2. Finalmente, como EndT •o p ' Λ, concluímos
que
s.gl.dim.Λ≤ n −2.
Uma pergunta natural é se os majorantes que encontramos para o espalhamento de um
complexo tilting na categoria derivada Db (modkQ ) são de fato ótimos, ou seja, os menores
majorantes possíveis. Nos casos em que Q =Dn ,E6,E7 ou E8, a resposta é positiva, e apresen-
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taremos agora exemplos de complexos tilting que realizam a dimensão global forte máxima
apresentada anteriormente.
Comecemos então com o caso em que o grafo subjacente é Q = Dn . Neste caso sabemos
que o quiver Q tem n vértices, e além disso, vimos que existe uma subcategoria hereditária
geradoraH ⊂Db (modkQ ) tal que T • esteja espalhado em no máximo n −3 cópias deH .
Exemplo 2.2 Como vimos na figura 2.6, ao considerarmos o complexo tilting
T • = T0⊕T1⊕T2⊕T3⊕T4,
construímos a secção Σ que admite T0 como sua única fonte de Σ, e então construímos a cate-
goriaH como sendo a categoria tal que os elementos de Σ sejam os módulos projetivos deH .
Para simplificarmos a notação, podemos considerar então que T0 é o módulo projetivo P (1), e
assim tem-se queH =modkQ , em que Q é o quiver
5
$$D5 : 3 // 2 // 1.
4
::
E assim, podemos escrever o complexo tilting T • como
T • = P (1)⊕ I (1)⊕τI (1)[1]⊕τI (4)[1]⊕τI (5)[1],
em que T0 = P (1), T1 = I (1), T2 = τI (1)[1], T3 = τI (4)[1] e T4 = τI (5)[1]. Seguindo este mesmo
raciocínio, para Dn , consideramos a categoriaH =modkQ , com quiver
n
((
Dn : n −2 // 2 // 1,
n −1
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e tomando o complexo tilting




τi I (1)[i ]⊕τn−4I (n −1)[n −4]⊕τn−4I (n )[n −4]
obtemos que T • ∈ ∨n−4i=0H [i ]. Como essa é a maior subcategoria possível, temos que para tal
complexo tilting vale
s.gl.dim.EndT •o p = n −2= rkK0(Λ)−2.
Neste caso, o quiver ordinário da álgebra EndT •o p é :
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n
++
n −2 // · · · // 2 // 1
n −1
44
Vejamos agora o que acontece quando o grafo subjacente do quiver Q é Q =E6.
Exemplo 2.3 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente é
Q = E6 e seja kQ a álgebra de caminhos relacionada ao quiver Q . Então existe um complexo
tilting T • na categoria derivada Db (modkQ ) tal que para qualquer subcategoria hereditária
geradoraH de Db (modkQ ), o complexo tilting T • esteja distribuído em um número maior ou
igual à 3 cópias. Abaixo mostraremos graficamente a categoria derivada Db (modkQ ), e então
em seu quiver de Auslander-Reiten apresentaremos o objeto tilting T • almejado.
• • • • •  • • • • • •  • • • • • • • •
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  • • • • • • • • • • • • • • • • •
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
 • • • • • • • • •  • • • • • •  • • •(2.12)
Como vimos na figura acima, ao considerarmos o complexo tilting
T • = T0⊕T1⊕T2⊕T3⊕T4⊕T5,
construímos a secção Σ tal que T0 fosse a única fonte de Σ, e então construímos a categoriaH
como sendo a categoria tal que os elementos de Σ sejam os módulos projetivos deH . Para sim-
plificarmos a notação, podemos considerar então que T0 é o módulo projetivo P (1), e assim tem-
se queH =modkQ , em que Q é o quiver
6

E6 : 5 // 4 // 3 // 2 // 1.
E assim, podemos escrever o complexo tilting T • como
T • = P (1)⊕ I (1)⊕τI (1)[1]⊕τI (5)[1]⊕τI (6)[1]⊕τ2I (5)[2],
em que T0 = P (1), T1 = I (1), T2 = τI (1)[1], T3 = τI (5)[1], T4 = τI (6)[1] e T5 = τ2I (5)[1]. Temos
que T • ∈ ∨2i=0H [i ], e como essa é a maior subcategoria possível neste caso, temos que para tal
complexo tilting vale
s.gl.dim.EndT •o p = 4= rkK0(Λ)−2.
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Além disso, neste caso o quiver ordinário da álgebra EndT •o p é:
•

• // • // • // • // •.
Seguindo o mesmo raciocínio apresentado para o casoE6, para o caso em que o grafo sub-
jacente Q é E7, existe um complexo tilting T • emDb (modkQ ) tal que
s.gl.dim.EndT •o p = 5= rkK0(Λ)−2.
Mais ainda, neste caso o quiver ordinário da álgebra EndT •o p é:
•

• // • // • // • // • // •.
Analogamente, quando considerarmos que o grafo subjacente do quiver Q é Q =E8, tam-
bém existe um complexo tilting T • na categoria derivada Db (modkQ ) tal que para qualquer
H subcategoria hereditária geradora deDb (modkQ ), o complexo tilting T • está espalhado em
um número maior ou igual à 5 cópias. Temos que T • ∈ ∨4i=0H [i ], e para tal complexo tilting
vale
s.gl.dim.EndT •o p = 6= rkK0(Λ)−2.
Neste caso, o quiver ordinário da álgebra EndT •o p é:
•

• // • // • // • // • // • // •.
Concluímos então pelo lema 1.28, se tivermos um complexo tilting T • na categoria deri-





e, ainda mais, s.gl.dim.EndT •o p = `+2. Com os resultados anteriores temos então a tabela
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Tabela 2.1: Caso Dynkin
Grafo Subjacente Valor de ` s.gl.dim
An n −3 n −1




As álgebras que atingem estes valores máximos são descritas a seguir.
An : O quiver ordinário da álgebra EndT •o p é dado por
• // • // · · · // • // •.
Dn : O quiver ordinário da álgebra EndT •o p é dado por
•
** • // · · · // • // •.
•
44
E6 : O quiver ordinário da álgebra EndT •o p é dado por
•

• // • // • // • // •.
E7 : O quiver ordinário da álgebra EndT •o p é dado por
•

• // • // • // • // • // •.
E8 : O quiver ordinário da álgebra EndT •o p é dado por
•

• // • // • // • // • // • // •.
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Uma propriedade interessante que podemos observar é que as álgebras com dimensão
global forte máxima descritas acima são todas álgebras com radical quadrado zero. Para os
casos An e Dn , tais resultados já foram obtidos por Zhang, utilizando o conceito de largura
cohomológica global (ver [Zha17]).
A partir de agora estudaremos propriedades de complexos tilting na categoria derivada de
álgebras hereditárias mansas, sempre com o objetivo de utilizar tais propriedades para encon-
trar um majorante para a dimensão global forte de álgebras hereditárias por partes que sejam
derivadamente equivalentes a tais álgebras. Começaremos estudando como se comportam
complexos tilting da álgebra de Kronecker.
2.4 Álgebra de Kronecker
Nesta seção faremos uma classificação dos complexos tilting na categoria derivada da ál-
gebra de Kronecker, que é um caso particular de álgebra hereditária mansa. Isto não somente
nos servirá como uma motivação, mas também como base para entender melhor os casos
mais gerais.
Seja k um corpo algebricamente fechado. Então a álgebra de Kronecker sobre k pode ser







Seguindo então a ideia apresentada em [ARS97], pág. 302, dados os módulos projetivos
indecomponíveis P (1) e P (2) associados aos vértices 1 e 2, respectivamente, podemos para-
metrizar a componente pós-projetiva de Γ (modkQ ) da seguinte maneira: dado um número
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Da mesma maneira, dados os módulos injetivos indecomponíveis I (1)e I (2)associados aos
vértices 1 e 2, respectivamente, podemos parametrizar a componente pré-injetiva do quiver































Com essas parametrizações, podemos enunciar agora o seguinte teorema, que pode ser
encontrado em [ARS97], e que será muito útil para estudarmos as possíveis configurações do
complexo tilting T • na categoria derivada da álgebra de Kronecker.
Teorema 2.20 ([ARS97], pág. 308) Sejam k um corpo algebricamente fechado e kQ a álgebra
de Kronecker, definida anteriormente. Então
• max{0, n −m +1}= dimk HomkQ (Pm , Pn );
• max{0, m −1−n}= dimk Ext1kQ (Pm , Pn );
• max{0, m −n +1}= dimk HomkQ (Qm ,Qn );
• max{0, n −1−m}= dimk Ext1kQ (Qm ,Qn ).
A álgebra kQ tem dois módulos simples não-isomorfos S (1) e S (2) correspondendo aos
vértices 1 e 2 do quiver Q . Logo, um complexo tilting T • na categoria derivada Db (modkQ )
deve ser da forma
T • = T0[r0]⊕T1[r1],
em que T0 e T1 são módulos indecomponíveis na categoria modkQ . Além disso, como T
• é um
complexo tilting, temos por definição que
HomDb (modkQ )(T
•, T •[i ]) = 0 para todoi 6= 0.
Utilizando esta informação, podemos enunciar a seguinte proposição.
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Proposição 2.21 Sejam k um corpo algebricamente fechado e kQ a álgebra de Kronecker, de-
finida anteriormente. Então, dado um complexo tilting T • na categoria derivadaDb (modkQ ),
todos os somandos indecomponíveis de T • pertencem à componentes transjectivas.
Demonstração: Suponha que algum somando indecomponível Ti [ri ] esteja em uma compo-
nente regular deDb (modkQ ). Como os tubos na componente regular do quiver de Auslander-
Reiten da álgebra de Kronecker têm todos posto 1, temos então:
0 6=HomDb (modkQ )(Ti [ri ], Ti [ri ])
'HomkQ (Ti , Ti )
'HomkQ (Ti ,τTi )
' Ext1kQ (Ti , Ti )
'HomDb (modkQ )(Ti [0], Ti [1])
'HomDb (modkQ )(Ti [ri ], Ti [ri +1]),
e portanto HomDb (modkQ )(T •, T •[1]) 6= 0, o que é um absurdo. Logo, o complexo tilting T • não
pode ter nenhum somando indecomponível em componentes regulares de Db (modkQ ), ou
seja, todos os seus somandos estão em componentes transjectivas.
Utilizando os conceitos anteriores, demonstra-se facilmente o próximo teorema, que é
uma consequência da proposição anterior juntamente com o teorema 2.20.
Teorema 2.22 Sejam k um corpo algebricamente fechado e kQ a álgebra de Kronecker. Dado
então um complexo tilting T • ∈Db (modkQ ), a álgebra EndT •o p é isomorfa à algebra de cami-
nhos kQ .
2.5 Álgebras hereditárias do tipo Ãn−1
Considere agora um quiver Q cujo grafo subjacente Q seja do tipo Ãn−1, e seja kQ a álgebra
de caminhos deste quiver. Sabemos que para um quiver Q do tipo Ãn−1, o posto do grupo de
Grothendieck da álgebra kQ é igual à n , ou ainda, o número de vértices do quiver Q é n .
O objetivo desta seção é mostrar que para um complexo tilting T • na categoria derivada
de uma álgebra hereditária mansa do tipo Ãn−1, existe uma subcategoria hereditária geradora
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H [i ],`≤ n −3.
Vimos no teorema 2.6 que ao consideramos uma uma secçãoΣ cujas r−1 fontes sejam soman-







Logo, se considerarmos r ≥ 2, teremos que o resultado almejado já estará provado. Logo, o
que faremos é considerar o caso em que r = 1, isto é, quando a secção Σ a ser construída tem
apenas uma fonte. O próximo lema nos mostra que a fonte de tal secção Σ atinge todos os
módulos na componente pós-projetiva.
Lema 2.23 Considere o quiver
2•
  







n−1•oo · · ·oo `+1•oo
e seja Λ= kQ a álgebra de caminhos associada à Q . Então, para todo módulo indecomponível
X na componente pós projetiva de Γ (modkQ ), temos que HomΛ(P (1), X ) 6= 0, em que P (1) é o
módulo projetivo indecomponível associado ao vértice 1 de Q .
Demonstração: Podemos ver que o módulo simples relacionado ao vértice 1, denotado por
S (1), é somando do socle de todos os módulos projetivos indecomponíveis em modkQ . Mais
ainda, sabemos que S (1) = P (1), em que P (1) é o módulo projetivo indecomponível associado
ao vértice 1 de Q , e que P (1) está apenas uma vez no socle dos módulos projetivos indecom-
poníveis P (k ), k 6= `, e aparece duas vezes no socle de P (`).
Lembre que para todo módulo indecomponível X na componente pós projetiva do quiver
de Auslander-Reiten Γ (modkQ ), existem r ∈ N e P (k )módulo projetivo indecomponível tais
que X =τ−r P (k ). Para mostrarmos então que HomΛ(P (1), X ) 6= 0 para todo X na componente
pós-projetiva de Γ (modkQ ), basta mostrarmos que P (1) está no socle de τ−r P (k ) para todo
r ∈N e para todo k ∈ {1, 2, · · · , n −1, n}. Provaremos tal fato utilizando o princípio de indução.
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Primeiramente, considere a seguinte sequência de Auslander-Reiten
0−→ P (1)−→ P (2)⊕P (n )−→τ−P (1)−→ 0.
O número de vezes que um simples S está no socle de um módulo M qualquer será deno-
tado por mS (M ). Como sabemos que P (1) está duas vezes no socle de P (2)⊕P (n ), temos que
mP (1)(τ−P (1)) = 1.
Suponha agora que a afirmação seja válida para todo 2 ≤ k ≤ `− 3, e então para k = `− 2,
podemos construir a sequência de Auslander-Reiten
0−→ P (k )−→ P (k +1)⊕τ−P (k −1)−→τ−P (k )−→ 0.
Dessa forma, concluímos que mP (1)(τ−P (k )) = 1. Para `+ 2 ≤ k ≤ n , o raciocínio é análogo.
Vejamos agora que P (1) está no socle de τ−1P (`−1), para isso, considere a seguinte sequência
de Auslander-Reiten
0−→ P (`−1)−→ P (`)⊕τ−P (`−2)−→τ−P (`−1)−→ 0.
Como mP (1)(P (` − 1)) = 1, mP (1)(P (`)) = 2 e mP (1)(τ−P (` − 2)) = 1, podemos concluir que
mP (1)(τ−P (` − 1)) = 2. Com o mesmo argumento provamos que mP (1)(τ−P (` + 1)) = 2. Nos
resta verificar agora que P (1) está no socle de τ−1P (`).
De fato, considere a sequência de Auslander-Reiten começando em P (`)
0−→ P (`)−→τ−P (`−1)⊕τ−P (`+1)−→τ−P (`)−→ 0.
A partir dessa sequência podemos provar que mP (1)(τ−P (l )) = 2. Logo, concluímos que o mó-
dulo projetivo indecomponível P (1) está no socle de todos os módulos indecomponíveis da
forma τ−P (k ), k ∈ {1, 2, · · · , n − 1, n}. Seguindo a mesma ideia, conclui-se que P (1) está no
socle de qualquer módulo indecomponível da forma τ−r P (k ), r ∈N, k ∈ {1, 2, · · · , n −1, n}.
Seja k um corpo algebricamente fechado. Como visto no teorema 1.29, o quiver de Auslander-
Reiten Γ (modΛ) de uma k -álgebra hereditária mansa Λ está dividido em três tipos de compo-
nentes: uma componente pós-projetiva, denotada por PΛ, uma componente regular, RΛ, cons-
tituída de uma P1(k )-família de tubos, e por fim, uma componente pré-injetiva, denotada por
QΛ. Quando construímos o quiver de Auslander-Reiten Γ (Db (modΛ)) da categoria derivada,
sabemos que é apenas a colagem dos quivers de Auslander-Reiten Γ (modΛ), em que cada cópia
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é um shift da categoria original. Esta colagem é feita mediante triângulos de Auslander-Reiten,
que estão descritos em [Hap88]. Para a cópia modΛ[i ] de Db (modΛ), denotaremos a compo-
nente pós-projetiva por PΛ[i ], a componente regular por RΛ[i ] e a componente pré-injetiva por
QΛ[i ].
Uma vez que componentes regulares são estáveis sob a ação do funtor τ, podemos facil-
mente concluir que
HomDb (modΛ)(PΛ[i ], RΛ[i +1]) = 0 e HomDb (modΛ)(RΛ[i ], QΛ[i +1]) = 0. (2.13)
Lema 2.24 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver como no lema 2.23 e kQ a
álgebra de caminhos associada à Q . Considere na categoria derivadaDb (modkQ )um complexo
tilting da forma
T • = P (1)[r j0]⊕ (⊕i Ti [ri ]),
em que P (1) é o kQ -módulo projetivo associado ao vértice 1 do quiver Q . Então Ti [ri ] 6∈ PkQ [ri ]
para ri 6= r j0 .
Demonstração: Suponha que Ti [ri ] ∈ PkQ [ri ], então sabemos que o kQ -módulo Ti está em
PkQ . Segue do lema 2.23 que
HomDb (modkQ )(P (1)[r j0], Ti [r j0]) 6= 0.
Logo, temos
HomDb (modkQ )(P (1)[r j0], Ti [ri ][r j0 − ri ]) 6= 0.
Como P (1)[r j0] e Ti [ri ] são somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting T
•, segue
que ri − r j0 = 0 e portanto ri = r j0 .
Em [ALMM17], na página 42, os autores apresentam uma descrição detalhada e formal so-
bre somandos de um complexo tilting iniciando e terminando em alguma subcategoria, assim
podemos falar do "primeiro"somando direto indecomponível de um complexo tilting.
Lema 2.25 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver como no lema 2.23 e Λ =
kQ a álgebra de caminhos associada à Q . Considere na categoria derivada Db (modkQ ) um
complexo tilting da forma
T • = P (1)[r j0]⊕ (⊕i Ti [ri ]),
em que P (1) é o kQ -módulo projetivo associado ao vértice 1 do quiver Q . Suponha que
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• P (1)[r j0] é o primeiro somando direto indecomponível de T
• em componente transjectiva,
e além disso, o único somando direto indecomponível de T • em PΛ[r j0];
• Existem somandos diretos Tj0−1[r j0 −1] ∈modΛ[r j0 −1] e T
′
j0
[r j0] ∈RΛ[r j0]∪QΛ[r j0] tais que
HomDb (modΛ)(Tj0−1[r j0−1], T
′
j0
[r j0]) 6= 0;
• T • está distribuído em n −1 cópias de modΛ, onde n = rkK0(Λ).
Então a álgebra End(T •\P (1)[r j0])
o p é conexa e todos os somandos de T •\P (1)[r j0] estão em shifts
de um mesmo tubo T .
Demonstração: Note que uma vez que T • está espalhado em n−1 cópias de modΛ, então deve
existir um somando de T • em cada cópia modΛ[ri ] com ri 6= r j0 e exatamente dois somandos




Uma vez que a álgebra EndT •o p é conexa e HomDb (modΛ)(Tj0−1[r j0 − 1], T
′
j0
[r j0]) 6= 0, temos
então que para todo Ti 6= P (1) vale HomDb (modΛ)(Ti−1[ri −1], Ti [ri ]) 6= 0, e concluímos assim que
a álgebra End(T • \P (1)[r j0]) é conexa.
Agora, como HomDb (modΛ)(Tj0−1[r j0 −1], T
′
j0
[r j0]) 6= 0 e HomDb (modΛ)(RΛ[i ], QΛ[i +1]) = 0, segue
que T ′j0[r j0] ∈ RΛ[r j0]. Seguindo esta mesma ideia, concluímos que Ti [ri ] ∈ RΛ[ri ] para todo
ri > r j0 . Assim concluímos que todos os somandos Ti [ri ]de T
•\P (1)[r j0] estão em componentes
regulares RΛ[ri ]. Como visto acima, a álgebra End(T •\P (1)[r j0]) é conexa, e então segue do lema
2.1 que todos os Λ-módulos Ti estão em um mesmo tubo T .
O próximo teorema servirá de base para a prova de outro resultado desta seção, onde tra-
taremos sobre o número de cópias em que um complexo tilting na categoria derivada de uma
álgebra hereditária do tipo Ãn−1 pode estar distribuído.
Teorema 2.26 (ver [AS87], pág. 271.) Sejam k um corpo algebricamente fechado e Λ uma k -
álgebra básica e conexa de dimensão finita. Então, as seguintes condições são equivalentes:
• Λ é uma álgebra tilted iterada do tipo Ãn−1.
• Λ é isomorfa à algebra de caminhos kQ/J , em que o quiver limitado (Q , J ) satisfaz as
seguintes condições:
(a) Para cada vértice i deQ , existem no máximo duas flechas distintas chegando ou saindo
de i .
(b) Para cada flecha α, existem no máximo uma flecha β e uma flecha γ tais que αβ e γα
não pertençam à J .
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(c) J é gerado por um conjunto de caminhos de tamanho dois.
(d) Para cada flecha α, existem no máximo uma flecha η e uma flecha δ tais que αη e δα
pertençam à J .
(e) Q contém um único ciclo C não-orientado.
(f) No ciclo C , o número de relações orientadas no sentido anti-horário é igual ao número
de relações orientadas no sentido horário.
(g) Q tem exatamente n vértices.
Uma álgebra de caminhos satisfazendo as condições (a)-(d) é dita Gentle, e tais álgebras
já foram muito bem estudadas.
Teorema 2.27 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente
Q é Ãn−1, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Então, dado um complexo tilting






Demonstração: Uma vez que o grafo subjacente Q é Ãn−1, o quiver Q tem n vértices, logo o






em que cada Ti é um kQ -módulo indecomponível.
Utilizando o item a) do lema 2.5, podemos afirmar que existe algum somando direto in-
decomponível do complexo tilting T • em alguma componente transjectiva. Denotemos por
Tj0[r j0] o primeiro somando indecomponível de T
• em uma componente transjectiva, ou seja,
para todo somando direto indecomponível Tk [rk ]de T • que esteja em uma componente trans-
jectiva, temos r j0 ≤ rk . Note que podemos supor que r j0 < rn−2, pois caso r j0 = rn−2, rn−1, do
lema 2.3 poderíamos considerar o processo dual ao que faremos agora.
Utilizando então o lema 2.3, podemos construir uma secção deDb (modkQ ), denotada por
Σ, de tal maneira que todas as suas fontes sejam somandos diretos indecomponíveis de T •, e
mais ainda, tal que Tj0[r j0] seja uma fonte também. A partir da secção Σ podemos definir uma
subcategoria hereditária geradoraH ⊂Db (modkQ ) por
H [r j0] = {X
• ∈Db (modkQ )/Hom(Σ, X •[i ]) = 0∀i 6= 0}.
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Note que H [r j0] = mod(EndΣ). Segue da definição de H [r j0] que D
b (H ) ' Db (modkQ ), e
mais ainda, Hom(Σ,H [r j0+1]) = 0. Além disso, como a álgebra EndT
•o p é conexa, deve existir
algum somando indecomponível de T • diferente de Tj0[r j0] emH [r j0]. Vejamos agora que, a
menos de shifts, a subcategoria H ⊂ Db (modkQ ) é a subcategoria hereditária geradora de
Db (modkQ ) que cumpre as condições apresentadas no enunciado da proposição.
Note primeiramente que se a secção Σ tiver duas ou mais fontes, segue dos fatos que
Hom(Σ,H [r j0 + 1]) = 0 e que a álgebra EndT
•o p é conexa, que existe um terceiro somando
direto indecomponível de T • emH [r j0]. Como o complexo tilting T
• tem n somandos diretos







e então o teorema está provado. Podemos supor então que a secçãoΣ tenha apenas uma única
fonte, a saber Tj0[r j0]. Neste caso, isto é, quando Σ tem uma única fonte, o quiver ordinário Q
′
da álgebra EndΣ admite um único poço. Como Q ′ é tal que Q ′ = Ãn−1, isto quer dizer que
devemos analisar o quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra de caminhos kQ ′ em que
2•








n−1•oo · · ·oo `+1•oo .
Note que Tj0[r j0] é o único EndΣ-módulo projetivo simples. Assim, aplicando o lema 2.24,
temos que não podem existir somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting T • em
componentes pós-projetivas da forma PH [ri ] para ri 6= r j0 .
Vejamos agora que o complexo tilting só pode estar distribuído em no máximo n − 2 có-
pias da categoriaH . Como já discutimos anteriormente nessa demonstração, deve existir um
somando direto indecomponível T ′j0[r j0] de T
• diferente de Tj0[r j0] emH [r j0], o que nos leva a
duas possibilidades:
1) T ′j0[r j0] ∈PH [r j0]; ou
2) T ′j0[r j0] ∈RH [r j0]∪QH [r j0].
Consideremos agora a possibilidade 1), isto é, o caso em que T ′j0[r j0] ∈ PH [r j0]. Mostraremos
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que neste caso deve existir um terceiro somando indecomponível de T • emH [r j0]. De fato,




[r j0], RH [r j0 +1]∪QH [r j0 +1]) = 0,
e, além disso, como já mencionado acima, a componente PH [r j0 + 1] não contém somandos
diretos indecomponíveis de T •. Segue então da conexidade da álgebra EndT •o p que deve exis-
tir somando direto indecomponível T ′′j0 [r j0] de T
• em PH [r j0]∪RH [r j0]∪QH [r j0]. Logo, como
temos três somandos indecomponíveis do complexo tilting T • em uma mesma cópiaH [r j0],






Consideremos agora a possibilidade 2) apresentada anteriormente, ou seja, o caso em que
T ′j0[r j0] ∈ RH [r j0]∪QH [r j0]. Mostraremos que o complexo tilting T
• não pode estar espalhado
em mais do que n−2 cópias. Para tanto, suponha por absurdo que o complexo tilting T • esteja





Como T • tem exatamente n somandos indecomponíveis e a álgebra EndT •o p é conexa, segue
que ` < n . Podemos considerar então apenas os casos em que `= n−1 ou `= n−2. Utilizando
o teorema 2.5, como Q = Ãn−1, podemos descartar o caso em que `= n −1.
Suponhamos então que ` = n − 2. Sabemos que Tj0[r j0] e T
′
j0
[r j0] pertencem à categoria
H [r j0]. Disso podemos concluir que para cada 0 ≤ ri ≤ ` com ri 6= r j0 , existe apenas um so-
mando indecomponível Ti [ri ] ∈ H [ri ]. Mais ainda, podemos dizer que para todo ri < r j0 , o
somando indecomponível Ti [ri ]pertence à componente RH [ri ], uma vez que tomamos Tj0[r j0]
como o primeiro somando direto indecomponível de T • em uma componente transjectiva de
Db (modkQ ).
Uma vez que sabemos como os somandos do complexo tilting T • estão dispostos na cate-
goria derivada Db (H ), podemos então extrair algumas informações sobre o quiver ordinário
∆ da álgebra de caminhos EndT •o p . Note primeiramente que HomDb (H )(T [r j0−1], T
′
j0
[r j0]) = 0.
De fato, suponha que HomDb (H )(T [r j0−1], T
′
j0
[r j0]) 6= 0. Segue do lema 2.1 que todos os soman-
dos diretos indecomponíveis de T • diferentes de Tj0[r j0] estão em shifts de um mesmo tuboTλ.
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Além disso, os somandos de T •\Tj0[r j0] formam uma sequência excepcional com n−1 elemen-
tos em um tubo Tλ emH . Por outro lado, o posto de um tubo Tλ emH assume no máximo
o valor rλ = n − 1, ou seja, construímos uma sequência excepcional com n − 1 elementos em
tubo com posto rλ ≤ n −1, o que é uma contradição de acordo com o lema 2.2.
Além disso, note que HomDb (H )(Tj0[r j0], T [r j0+1]) = 0. Para isto, basta apenas relembrarmos
que vale HomDb (H )(PH [r j0], RH [r j0 + 1] ∪QH [r j0 + 1]) = 0. Por fim, comoH é uma categoria
hereditária, temos que HomDb (H )(H [ri ],H [ri +2]) = 0, e assim provamos que a concatenação
de duas flechas no quiver ordinário∆ é sempre nula.
Por outro lado, o teorema 2.26 nos diz exatamente como deve ser o quiver ordinário de
uma álgebra tilted iterada do tipo Ãn−1. Do item (e) de 2.26, sabemos que o quiver ∆ deve
conter um único ciclo. Juntando esta informação com o que tínhamos antes, deduzimos que
o quiver Q ′ deve ter uma das seguintes configurações:
∆ = • •hhvv •oo · · ·oo •oo •oo ;
∆ = • •oo · · ·oo •oo •hhvv · · ·oo •oo •oo ;
∆ = • •oo · · ·oo •oo •hhvv .
Em todos os casos, a álgebra de caminhos é dada por k∆/R 2, em que R representa o ideal
gerado pelas flechas. Porém, do item (d) do teorema 2.26, para cada flecha α em ∆, existem
no máximo uma flecha β e uma flecha η tais que ηα e αβ pertençam ao ideal R 2, e isto então






Utilizando a técnica apresentada em [ALMM17], estamos aptos a encontrar um majorante
para a dimensão global forte da álgebra EndT •o p .
Corolário 2.28 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
Q é Ãn−1, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Considere Λ uma k -álgebra de
dimensão finita satisfazendoDb (modΛ)'Db (modkQ ). Então
s.gl.dim.Λ≤ n −1= rkK0(Λ)−1.
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Demonstração: Como Db (modΛ) ' Db (modkQ ), pelo teorema de Rickard, existe um com-
plexo tilting T • emDb (modkQ ) tal que Λ' EndT •o p .
Utilizando o lema 1.28 e o teorema 2.27 concluímos então que s.gl.dim.EndT •o p ≤ n −3+2=
n −1. Finalmente, como EndT •o p 'Λ, concluímos que
s.gl.dim.Λ≤ n −1= rkK0(Λ)−1.
2.6 Álgebras hereditárias do tipo D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8
Esta seção tem por objetivo estudar o comportamento de complexos tilting em categorias
derivadas de álgebras hereditárias do tipo D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8. O principal objetivo é provar que
existe um limitante para o espalhamento de tais objetos na categoria derivada, e com isso,
aplicando a técnica descrita em [ALMM17], encontrar um majorante para a dimensão global
forte de álgebras hereditárias por partes do tipo D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8. Para tanto, enunciaremos e
provaremos alguns resultados sobre propriedades de complexos tilting para este tipo de álge-
bra.
Seguindo a notação apresentada em [HHK], uma decomposiçãoH =A∨B é dita um corte
deH se Hom(B, A) = 0 e Hom(B,τA) = 0.
Proposição 2.29 (ver [HHK], pág. 121) SejaH =A∨B um corte em uma categoria hereditária
H com dualidade de Serre. Então a subcategoria plenaH =B∨A[1] deDb (H ) é uma categoria
abeliana que é derivadamente equivalente à categoriaH .
Sabemos que ao considerarmos um complexo tilting, de acordo com o teorema 1.16, pode-
mos ordenar seus somandos diretos indecomponíveis de tal modo que formem uma sequên-
cia excepcional. Mais ainda, construímos tal ordenação considerando os somandos de T • da
esquerda para a direita, e portanto podemos dizer que Tn−1[rn−1] é o último somando direto
indecomponível de T •. Para tal somando, temos duas possibilidades: estar em uma compo-
nente regular ou em uma componente transjectiva.
Lema 2.30 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver com grafo subjacente Q é
D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, e seja kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Dado um complexo
tilting T • emDb (modkQ ), suponha que o último somando direto indecomponível Tn−1[rn−1] de
T • esteja em uma componente regular, e que além disso, exista uma equivalência de categorias
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T ⊥n−1 'modk∆, com∆= Ãn−2. Então todos os somandos diretos indecomponíveis não-regulares
de T • estão na componente transjectiva QkQ [rn−1−1]∨PkQ [rn−1].
Demonstração: Como o grafo subjacente Q é da forma D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, sabemos que o






Ti [ri ], Ti ∈ indkQ .
Ao tomarmos A=PkQ [−1]∨RkQ [−1] e B=QkQ [−1], é fácil ver que A∨B é um corte da cate-
goria modkQ [−1]. Segue então da proposição 2.29 que a categoriaH = B∨A[1] = QkQ [−1]∨
PkQ ∨RkQ é uma categoria abeliana hereditária. Como a componente QkQ [−1] ∨ PkQ é uma
componente da forma ZQ para um quiver cujo grafo subjacente é Q = D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8 e a
componente RkQ é uma família de tubos, podemos chamar QkQ [−1]∨PkQ deH+ e RkQ deH0.
Consideremos então o último somando direto indecomponível Tn−1[rn−1] de T •. Por hi-
pótese temos que T ⊥n−1 ' modk∆, em que ∆ = Ãn−2, e que o módulo Tn−1 é regular. Logo,
utilizando os teoremas 1.31 e 1.29, concluímos que Tn−1 deve estar em um tubo Tλ de posto
rλ = 2. Consideremos agora o módulo M = Tn−1⊕τTn−1. Como Tn−1 está em um tubo de posto
2, segue de [HHK], página 128, axioma H 6, que HomH (Ti , M ) 6= 0 para todo módulo Ti em
H+ =QkQ [−1]∨PkQ . Logo, temos
0 6= HomH (Ti , M )
' HomDb (H )(Ti [0], M [0])
' HomDb (H )(Ti [r`], M [r`]),∀r` ∈Z. (2.14)
Perceba que, uma vez que o módulo M está em tubo de posto 2, vale
τM =τTn−1⊕τ2Tn−1 =τTn−1⊕Tn−1 =M ,
ou seja, τ j M =M para todo j ∈ Z. Consideremos agora Ti [ri ] um somando indecomponível
de T • que esteja em uma componente transjectiva, isto é, Ti [ri ] ∈QkQ [ri −1]∨PkQ [ri ] =H+[ri ].
Primeiramente, note que da equação (2.14) segue
0 6= HomDb (H )(Ti [ri ], M [ri ])
' HomDb (H )(Ti [ri ], (Tn−1⊕τTn−1)[ri ]),
o que nos dá então duas possibilidades:
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(1) HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[ri ]) 6= 0; ou
(2) HomDb (H )(Ti [ri ],τTn−1[ri ]) 6= 0.
Vamos provar agora que a possibilidade (2) nunca pode acontecer. Para isso, suponha por
absurdo que (2) seja verdade, isto é,
HomDb (H )(Ti [ri ],τTn−1[ri ]) 6= 0.
Temos então
0 6= HomDb (H )(Ti [ri ],τTn−1[ri ])
' HomDb (H )(Ti [0],τTn−1[0])
' HomH (Ti ,τTn−1).
Como ε = {T0, ..., Ti , ..., Tn−1} é uma sequência excepcional e DExt1kQ (Tn−1, Ti ) 6= 0, obtemos um
absurdo. Logo, (1) deve ser verdadeira, isto é, devemos ter
HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[ri ]) 6= 0.
Temos então
0 6= HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[ri ])
' HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[rn−1][ri − rn−1]).
Como T • é um complexo tilting emDb (H ), devemos ter ri − rn−1 = 0, de onde concluímos
que ri = rn−1. Portanto Ti [ri ] ∈Q[rn−1−1]∨P[rn−1]. Como tomamos Ti [ri ] um somando direto
indecomponível não-regular arbitrário, concluímos que todos os somandos indecomponíveis
não-regulares de T • estão em Q[rn−1−1]∨P[rn−1].
No próximo resultado apresentaremos um limitante para o número de cópias em que um
complexo tilting pode estar espalhado na categoria derivada de uma álgebra hereditária do
tipo D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8.
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Teorema 2.31 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
Q é D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Então ao conside-
rarmos T • um complexo tilting em Db (modkQ ), existe uma subcategoria hereditária geradora






Demonstração: Faremos a prova dessa proposição nos baseando no caso em que o grafo sub-
jacente Q é D̃n−1. Para os casos em que o grafo subjacente Q é igual à Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, a ideia
da prova é a mesma. Dito isto, sabemos então que o complexo tilting T • tem exatamente n






Temos dois casos a considerar:
1) Tn−1 está em uma componente transjectiva;
2) Tn−1 está em uma componente regular.
Para o caso 1) temos que o somando direto indecomponível Tn−1[rn−1]de T • está em uma com-
ponente transjectiva. Como podemos olhar para o módulo Tn−1 como um módulo projetivo
indecomponível P (i ) em modkQ , segue da proposição 1.18 que podemos supor que a cate-
goria perpendicular à direita do módulo Tn−1 é isomorfa à categoria modΛ/ΛeiΛ, e então po-
demos considerar T ⊥n−1 como uma subcategoria plena de mod(k∆), em que ∆ =Dn−1. Assim,
utilizando o lema 1.23, sabemos que T •\Tn−1[rn−1] é um complexo tilting na categoria deri-
vada Db (T ⊥n−1) ⊆ D
b (modk∆), e pelo teorema 2.18, existe subcategoria hereditária geradora






Podemos considerar então a categoriaH ′′ =H ′ ∩T ⊥n−1. Tal categoria é uma categoria heredi-
tária, uma vez que é a interseção de duas categorias hereditárias, e além disso,H ′′ também é
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uma subcategoria geradora deDb (T ⊥n−1), pois















= Db (T ⊥n−1).






e assim utilizando a observação 1.2, quando voltarmos para a categoria derivadaDb (modkQ ),






e ao adicionarmos o somando direto indecomponível Tn−1[rn−1], podemos aumentar em ape-
nas um o número de cópias em que o complexo tilting T • está espalhado, isso pelo fato da






Vejamos agora como fica o caso 2), isto é, suponha que o último somando direto indecom-
ponível Tn−1[rn−1] de T • esteja em uma componente regular. Pelo teorema 1.31 sabemos que
a categoria perpendicular à direita de Tn−1 satisfaz a equivalência T
⊥
n−1 'mod(k∆), em que o
grafo subjacente é da forma:
2.a) Q = Ãn−2, no caso em que Tn−1 pertence a um tubo Tλ de posto rλ = 2;
2.b) Q = D̃n−2, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, no caso em que Tn−1 pertence a um tubo Tλ de posto rλ 6= 2.
Para o caso 2.a), isto é, o caso em que Q = Ãn−2, segue do lema 2.30 que todos os somandos
diretos indecomponíveis não-regulares de T • estão na última componente transjectiva, ou
seja, se Ti [ri ] é um somando direto não-regular de T •, então Ti [ri ] ∈ QkQ [rn−1 − 1]∪PkQ [rn−1].
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Suponhamos por absurdo que não exista subcategoria hereditária geradora satisfazendo as




H [i ],`≥ n −3,
para toda subcategoria geradoraH ⊂Db (modkQ ).
Temos então m ≥ n−3 somandos Tj [r j ] espalhados deH [0] atéH [n−4] em componentes
regulares. Utilizando o lema 2.1 percebemos que todos estes somandos estão em shifts de um
mesmo tubo Tλ.
O maior posto possível para um tubo na categoria modkQ , Q = D̃n−1, é rλ = n − 3. Além
disso, sabemos que os módulos T0, · · · , Tn−1 formam uma sequência excepcional, pois T • é um
complexo tilting. Por outro lado, do teorema 2.2 segue que um tubo de posto rλ só pode conter
sequências excepcionais com no máximo rλ − 1 módulos. Obtemos assim um absurdo, pois
existirá uma sequência excepcional com m ≥ n−3 módulos em um tubo com posto no máximo






Vejamos agora o que acontece no caso 2b), isto é, no caso em que o grafo subjacente Q =
D̃n−2, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8. Aqui, utilizaremos um argumento de recorrência, ou seja, primeiramente
observaremos se o último somando direto indecomponível do complexo tilting T • \Tn−1[rn−1]
está em uma componente regular ou em uma componente transjectiva de Db (T ⊥n−1), e assim
sucessivamente. Se em qualquer passo o último somando direto indecomponível estiver em
uma componente transjectiva ou se a categoria perpendicular obtida for do tipo Ãn−l , a prova
será análoga ao que fizemos para os casos 1) e 2.a), e então o teorema já estará provado. No
caso em que último somando direto indecomponível do novo complexo tilting obtido sempre
estiver em uma componente regular, e além disso, a categoria perpendicular obtida for do
tipo D̃n−l , aplicamos o processo anterior repetidamente, pois em algum momento chegaremos
em um complexo tilting na categoria derivada Db (modkQ4), em que Q 4 = D̃4. Neste caso, a
categoria perpendicular T ⊥4 será equivalente à categoria de módulos kQ3, em que Q 3 = Ã3. E




Ti [ri ] ∈H4[0]∪H4[1].
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Da observação 1.2 e do fato de EndT •o p ser uma álgebra conexa, quando retornamos para
o complexo tilting original, estaremos adicionando n − 5 somandos, logo deverá existir uma






Uma vez encontrado um limitante para o espalhamento de um complexo tilting T • qual-
quer, utilizando então a técnica apresentada em [ALMM17], estamos aptos a encontrar um
majorante para a dimensão global forte de uma álgebra hereditária por partes do tipo Q =
D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8.
Corolário 2.32 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q um quiver cujo grafo subjacente
Q é D̃n−1, Ẽ6, Ẽ7, ou Ẽ8, e kQ a álgebra de caminhos associada ao quiver Q . Considere Λ uma
k -álgebra de dimensão finita satisfazendoDb (modΛ)'Db (modkQ ). Então
s.gl.dim.Λ≤ n −2= rkK0(Λ)−2.
Demonstração: ComoDb (modΛ)'Db (modkQ ), pelo teorema de Rickard sabemos que existe
um complexo tilting emDb (modkQ ) tal que Λ' EndT •o p . Utilizando o teorema 2.31 e o lema
1.28, concluímos que s.gl.dim.EndT •o p ≤ n − 4+ 2 = n − 2. Finalmente, como EndT •o p ' Λ,
concluímos que
s.gl.dim.Λ≤ n −2= rkK0(Λ)−2.
Podemos reunir os dados obtidos nos resultados anteriores e construir então a seguinte
tabela:
Tabela 2.2: Caso Euclidiano
Grafo Subjacente Valor de ` s.gl.dim
Ãn−1 ≤ n −3 ≤ n −1
D̃n−1 ≤ n −4 ≤ n −2
Ẽ6 ≤ 3 ≤ 5
Ẽ7 ≤ 4 ≤ 6
Ẽ8 ≤ 5 ≤ 7
Capítulo 3
Complexos Tilting em Tubos
Neste capítulo apresentaremos alguns resultados mais técnicos, porém necessários para o
melhor entendimento dos teoremas que serão apresentados no capítulo 4, onde trataremos
em particular, de complexos tilting na categoria derivada de categorias de feixes coerentes
sobre retas projetivas com peso de tipo tubular.
Para tanto, um lema básico sobre complexos tilting, bastante similar com o lema 1.11, será
apresentado agora, para uma melhor organização dos cálculos que serão efetuados ao longo
deste capítulo. Perceba que neste lema consideraremos somandos diretos indecomponíveis
Ti [ri ] de um complexo tilting T •, então mesmo que tenhamos i 6= j , podemos ter ri = r j , basta
relembrar a enumeração definida anteriormente.
Lema 3.1 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting e T • = ⊕Ti [ri ], em que cada
Ti ∈H é indecomponível, um complexo tilting na categoria derivadaDb (H ). As seguintes afir-
mações são válidas:
(a) Se HomH (Ti , Tj ) 6= 0, então r j = ri .
(b) Se Ext1H (Ti , Tj ) 6= 0, então r j = ri +1.
Demonstração:
(a) Note que
HomH (Ti , Tj ) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti , Tj ) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tj [r j ][ri − r j ]) 6= 0.
Uma vez que Ti [ri ] e Tj [r j ] são somandos do complexo tilting T •, temos que ri − r j = 0.
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(b) Note agora que
Ext1H (Ti , Tj ) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti , Tj [1]) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tj [r j ][ri − r j +1]) 6= 0.
Uma vez que Ti [ri ] e Tj [r j ] são somandos do complexo tilting T •, temos que ri − r j +1= 0.
Note também, que ao longo deste capítulo, consideraremos tubos estáveis e estândar, cujas
propriedades já foram descritas anteriormente na seção 1.3 no capítulo 1. Vejamos abaixo




rλ−3X1 · · · · · · X1
X2 τ
rλ−1X2 τ
rλ−2X2 · · · · · · τX2
τX3 X3 τ
rλ−1X3 τ
rλ−2X3 · · · · · · τX3
... ... ... ... · · · · · ·
τ2X rλ−2 τX rλ−2 X rλ−2 τ
rλ−1X rλ−2 · · · · · · τ
2X rλ−2








Neste capítulo trataremos de algumas propriedades de complexos tilting cujo último somando
se encontra em um tubo estável estândar Tλ de posto rλ. Considere ao longo deste capítulo
uma categoria hereditáriaH com objeto tilting e posto do grupo de Grothendieck rkK0(H ) =
n , e T • um complexo tilting na categoria derivada Db (H ). Podemos então decompor T • na





Ti [ri ], Ti ∈ indH .
Além disso, utilizando o teorema 1.16, assumimos que {T0, ..., Tn−1} forma uma sequência ex-
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cepcional e que r0 ≤ r1 ≤ ... ≤ rn−1. Sabemos do lema 3.1 que para cada i ∈ {0, ..., n − 1} temos
que Ext1H (Ti , Ti ) = 0, e então podemos enunciar a seguinte proposição.
Proposição 3.2 Sejam Tλ um tubo estável estândar de posto rλ ≥ 2 emH e T • um complexo
tilting emDb (H ). Suponha que Ti [ri ] ∈Tλ[ri ]. Então `λ(Ti )≤ rλ−1.
Demonstração: Segue diretamente do lema 3.1 e da proposição 1.14.
Seguindo a notação apresentada na figura (3.1), suponhamos agora que o somando direto
Tn−1[rn−1] = X`[rn−1] pertença ao tubo Tλ[rn−1], para algum ` ≥ 2. Pelo resultado anterior, sa-
bemos então que `λ(Tn−1) ≤ rλ − 1. Note que ao considerarmos um objeto T tal que exista
morfismo não-nulo Tn−1 → T , uma vez que Tn−1 é o último elemento da sequência excepci-
onal ε = {T0, ..., Tn−1} construída a partir do complexo tilting T •, T [ri ] não pode ser somando
direto indecomponível de T • para nenhum ri inteiro. Note também que HomH (X1, Tn−1) 6= 0,
e portanto segue do lema 3.1 que se X1[ri ] é um somando direto indecomponível de T •, então
devemos ter ri = rn−1. A partir daí concluímos que para ri 6= rn−1 temos Ti 6' X1 e que temos
dois casos a considerar: quando X1[rn−1] é somando de T • e quando X1[rn−1] não é um so-
mando direto do complexo tilting T •. Nos próximos dois lemas mostraremos que para para
alguns casos particulares podemos substituir um complexo tilting dado por outro cujo último
somando seja um objeto simples.
Lema 3.3 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 3 em H e seja T • um complexo tilting em Db (H ) tal que que Tn−1 = X` ∈ Tλ,
`λ(Tn−1) = `≤ rλ−1. Suponha que Ti 6'H para qualquer H no cone C (τrλ−1X`−2) e que X1[rn−1]






é um complexo tilting na categoria derivada Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−2,τrλ−1X1} é
uma sequência excepcional completa.
Demonstração: Note primeiramente que para o caso em que `= 2 teremos o cone C (τrλ−1X`−2)
= ;, e neste caso a hipótese Ti 6'H para qualquer H no cone C (τrλ−1X`−2) se verifica automati-
camente. Podemos considerar queτrλ−1X1[rn−1]não é um somando direto indecomponível de
T •, pois estamos supondo que Ti 6'H para todo objeto H ∈ C (τrλ−1X`−2). Dito isto, o número
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é igual à n, ou seja, igual ao posto do grupo de Grothendieck da categoria H . Logo, segue
do lema 1.10 e da definição de complexo tilting que nos resta apenas verificar que, para todo
inteiro j 6= 0, a seguinte igualdade é válida:
HomDb (H )(T , T [ j ]) = 0.





Ti [ri ][ j ]) = 0.
Além disso, como τrλ−1X1[rn−1] está na boca do tubo Tλ[rn−1], segue da proposição 1.14 que
para todo j 6= 0 temos
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0.
Note também que
HomH (τ
rλ−1X1, Tn−1) = 0,
Ext1H (τ





e assim, comoH é uma categoria hereditária, concluímos então que para todo j inteiro temos
HomDb (H )(Tn−1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Tn−1[rn−1][ j ]) = 0.












Ti [ri ][ j ]) = 0. (3.3)
Provemos primeiramente o fato (3.2). Suponha que HomDb (H )(Ti [ri ],τrλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0 para
algum i . Então comoH é uma categoria hereditária, temos que j+rn−1 = ri ou j+rn−1 = ri+1.
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Se j + rn−1 = ri , teremos então:
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−1X1[rn−1+ j − ri ]) 6= 0
⇒ HomH (Ti ,τrλ−1X1) 6= 0.
Como 0→ X1 → X2 → τrλ−1X1 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−1X1 (pois
τrλ−1X1 ∈C (τrλ−1X`−2)), temos então que existe um morfismo não-nulo f : Ti → X2. Desde que
o morfismo X2→ Tn−1 em Tλ é um monomorfismo, segue que
HomH (Ti ,τ
rλ−1X1) 6= 0 ⇒ HomH (Ti , X2) 6= 0
⇒ HomH (Ti , Tn−1) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[rn−1][ri − rn−1]) 6= 0
⇒ ri − rn−1 = 0
⇒ ri = rn−1.
Como j + rn−1 = ri , concluímos que j = 0.
Se j + rn−1 = ri +1, teremos então o seguinte:
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−1X1[1]) 6= 0
⇒ Ext1H (Ti ,τ
rλ−1X1) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−1X1,τTi ) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−2X1, Ti ) 6= 0.
Como o morfismo τrλ−1X2 → τrλ−2X1 é um epimorfismo, existe um morfismo não-nulo f :
τrλ−1X2 → Ti . Analogamente, uma vez que 0 → τrλ−1X2 → τrλ−2X1 ⊕ τrλ−1X3 → τrλ−2X2 → 0
é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−1X2 (pois τrλ−1X2 ∈ C (τrλ−1X`−2)), existe um
morfismo não-nulo f : τrλ−2X1 ⊕τrλ−1X3 → Ti . Repetindo este processo, note que em algum
momento chegaremos a conclusão de que existe um morfismo não nulo f :⊕τrλ−k X l → Ti , em
que cada τrλ−k X l é um elemento do co-raio iniciando em Tn−1. Além disso, temos o morfismo
Tn−1→τrλ−k X l em Tλ, que será um epimorfismo. Logo DHomH (Tn−1, Ti ) 6= 0, e isto nos dá um
absurdo, uma vez que ε= {T0, · · · , Tn−2, Tn−1} é uma sequência excepcional. Concluímos assim






rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0.
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Provemos agora o fato 3.3. Suponha que HomDb (H )(τrλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0. ComoH é uma
categoria hereditária, temos que j + ri = rn−1 ou j + ri = rn−1+1.
Se j + ri = rn−1, teremos então:
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomH (τrλ−1X1, Ti ) 6= 0.
Desde que 0→ τrλ−1X1→ τrλ−1X2→ τrλ−2X1→ 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6'
τrλ−1X1 (pois τ
rλ−1X1 ∈ C (τrλ−1X`−2)), existe um morfismo não-nulo
f : τrλ−1X2 → Ti , e assim como no caso anterior, tal morfismo não-nulo nos levará a um ab-
surdo.
Agora, se considerarmos j + ri = rn−1+1, teremos então:
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [1]) 6= 0
⇒ Ext1H (τ
rλ−1X1, Ti ) 6= 0
⇒ DHomH (Ti , X1) 6= 0.
Como 0 → τX1 → τX2 → X1 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' X1, temos
HomH (Ti ,τX2) 6= 0. Como o morfismo τX2→τTn−1 em Tλ é um monomorfismo, temos então
DHomH (Ti ,τX2) 6= 0 ⇒ DHomH (Ti ,τTn−1) 6= 0
⇒ Ext1H (Tn−1, Ti ) 6= 0.
Obtemos novamente um absurdo, pois ε= {T0, · · · , Tn−1} é uma sequência excepcional. Pode-




Ti [ri ][ j ]) = 0.
Concluímos assim que T é um complexo tilting. Além disso, vimos na demonstração acima
que HomH (τrλ−1X1, Ti ) = 0 e Ext1H (τ
rλ−1X1, Ti ) = 0. Logo,ε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X1}é uma sequên-
cia excepcional.
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Vejamos agora o caso em que o objeto X1[rn−1] em Tλ[rn−1] é também um somando direto
indecomponível do complexo tilting T •.
Lema 3.4 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 3 emH . Seja T • um complexo tilting emDb (H ) tal que Tn−1 = X` ∈Tλ, `λ(Tn−1) =
` ≤ rλ− 1. Suponha que Ti 6'H para qualquer H no cone C (τrλ−1X`−2) e que X1[rn−1] = Tr [rn−1]





é um complexo tilting na categoria derivadaDb (H ). Mais ainda, ε= {T0, ...,ÒTr , ..., Tn−1,τrλ−1X1}
é uma sequência excepcional completa.
Demonstração: Note primeiramente que assim como no lema anterior, para o caso em que
` = 2, teremos C (τrλ−1X`−2) = ;, e neste caso a hipótese Ti 6' H para qualquer H no cone
C (τrλ−1X`−2) se verifica automaticamente. Podemos considerar que τrλ−1X1[rn−1] não é um
somando direto indecomponível de T •, pois estamos supondo que Ti 6' H para todo objeto





é igual à n, ou seja, igual ao posto do grupo de Grothendieck da categoria H . Logo, segue
do lema 1.10 e da definição de complexo tilting que nos resta apenas verificar que, para todo
inteiro j 6= 0, a seguinte igualdade é válida:
HomDb (H )(T , T [ j ]) = 0.







Ti [ri ][ j ]) = 0.
Além disso, como τrλ−1X1[rn−1] está na boca do tuboTλ[rn−1], segue que para todo j 6= 0 temos
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0.
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Note também que
HomH (τ
rλ−1X1, Tn−1) = 0,
Ext1H (τ
rλ−1X1, Tn−1) = 0,
Ext1H (Tn−1,τ
rλ−1X1) = 0,
e assim, comoH é uma categoria hereditária, concluímos então que para todo j inteiro temos
HomDb (H )(Tn−1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Ti [rn−1][ j ]) = 0.










Ti [ri ][ j ]) = 0. (3.5)
A prova do fato 3.4 segue exatamente as mesmas contas contas do fato 3.2, enquanto a prova
do fato 3.5 segue exatamente a mesma ideia da prova do fato 3.3. Podemos concluir então que










Ti [ri ][ j ]) = 0,
e assim concluímos que T é um complexo tilting. Além disso, segue da demonstração que te-
mos HomH (τrλ−1X1, Ti ) = 0 e Ext1H (τ
rλ−1X1, Ti ) = 0. Logo, podemos concluir que
ε= {T0, ...,ÒTr , ..., Tn−1,τrλ−1X1} é uma sequência excepcional.
Agora vejamos o caso em que o objeto X1[rn−1] não é um somando de T •, mas por outro
lado, existe i0 tal que τ
rλ−1X1[ri0] é somando direto indecomponível de T
•.
Lema 3.5 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 3 em H . Seja T • um complexo tilting em Db (H ) tal que que Tn−1 = X` ∈ Tλ,
`λ(Tn−1) = ` ≤ rλ − 1. Suponha que X1[rn−1] não é somando direto indecomponível de T •, que
exista ri0 tal que Ti0[ri0] = τ
rλ−1X1[ri0], e que Ti 6' H para qualquer H no cone C (τ
rλ−1X`−2) \
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Mais ainda, ε= {T0, ...,cTi0 , ..., Tn−1,τ
rλ−1X1} é uma sequência excepcional completa.
Demonstração: Relembre que dado um complexo tilting T • na categoria derivada Db (H ) de
uma categoria hereditária com objeto tilting, a álgebra de endomorfismos EndT •o p deve ser
conexa. O que faremos nessa demonstração é mostrar que para ri0 6= rn−1 temos que EndT
•o p
não é uma álgebra conexa. Suponha então que ri0 6= rn−1. Note que
HomH (τ
rλ−1X1, Tn−1) = 0,
Ext1H (τ
rλ−1X1, Tn−1) = 0,
Ext1H (Tn−1,τ
rλ−1X1) = 0,
e, assim, comoH é uma categoria hereditária, para todo j inteiro temos
HomDb (H )(Tn−1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Tn−1[rn−1][ j ]) = 0.
Em particular, ao considerarmos j = rn−1− ri0 e j = ri0 − rn−1, sendo j 6= 0, obtemos que
HomDb (H )(τ




rλ−1X1[ri0]) = HomDb (H )(Tn−1[rn−1],τ
rλ−1X1[rn−1][ri0 − rn−1])
= 0.










Ti [ri ][ j ]) = 0. (3.7)
Provemos primeiramente o fato (3.6). Suponha que HomDb (H )(Ti [ri ],τrλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0. Sendo
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H uma categoria hereditária, temos que j + rn−1 = ri ou j + rn−1 = ri +1.
Se j + rn−1 = ri , teremos então:
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−1X1[rn−1+ j − ri ]) 6= 0
⇒ HomH (Ti ,τrλ−1X1) 6= 0.
Como 0→ X1→ X2→ τrλ−1X1→ 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−1X1, existe
um morfismo não-nulo f : Ti → X2. Desde que o morfismo X2→ Tn−1 em Tλ é um monomor-
fismo, segue que
HomH (Ti ,τ
rλ−1X1) 6= 0 ⇒ HomH (Ti , X2) 6= 0
⇒ HomH (Ti , Tn−1) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[rn−1][ri − rn−1]) 6= 0
⇒ ri − rn−1 = 0
⇒ ri = rn−1.
Como j + rn−1 = ri , concluímos que j = 0.
Se j + rn−1 = ri +1, teremos então o seguinte:
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−1X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−1X1[1]) 6= 0
⇒ Ext1H (Ti ,τ
rλ−1X1) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−1X1,τTi ) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−2X1, Ti ) 6= 0.
Uma vez que o morfismo τrλ−1X2→τrλ−2X1 é um epimorfismo, existe um morfismo não-nulo
f : τrλ−1X2 → Ti . Analogamente, como 0→ τrλ−1X2 → τrλ−2X1 ⊕τrλ−1X3 → τrλ−2X2 → 0 é uma
sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−1X2, existe um morfismo não-nulo f : τrλ−2X1 ⊕
τrλ−1X3 → Ti . Repetindo este processo, note que em algum momento chegaremos a con-
clusão de que existe um morfismo não nulo f : ⊕τrλ−k X l → Ti , em que cada τrλ−k X l é um
elemento do co-raio iniciando em Tn−1. Além disso, como o morfismo Tn−1 → τrλ−k X l em
Tλ é um epimorfismo, temos DHomH (Tn−1, Ti ) 6= 0, e isto nos dá um absurdo, uma vez que





rλ−1X1[rn−1][ j ]) = 0.
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Provemos agora o fato (3.7). Suponha que HomDb (H )(τrλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0. ComoH
é uma categoria hereditária, temos que j + ri = rn−1 ou j + ri = rn−1+1.
Se j + ri = rn−1, teremos então:
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomH (τrλ−1X1, Ti ) 6= 0.
Uma vez que 0 → τrλ−1X1 → τrλ−1X2 → τrλ−2X1 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e
Ti 6'τrλ−1X1, existe um morfismo não-nulo f :τrλ−1X2→ Ti , e assim como no caso anterior, tal
morfismo não-nulo nos levará a um absurdo.
Agora, se considerarmos j + ri = rn−1+1, teremos então:
HomDb (H )(τ
rλ−1X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomDb (H )(τrλ−1X1, Ti [1]) 6= 0
⇒ Ext1H (τ
rλ−1X1, Ti ) 6= 0
⇒ DHomH (Ti , X1) 6= 0.
Como 0 → τX1 → τX2 → X1 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' X1, temos
HomH (Ti ,τX2) 6= 0. Sendo o morfismo τX2→τTn−1 em Tλ um monomorfismo, temos então
DHomH (Ti ,τX2) 6= 0 ⇒ DHomH (Ti ,τTn−1) 6= 0
⇒ Ext1H (Tn−1, Ti ) 6= 0,
o que nos dá novamente um absurdo, pois ε = {T0, · · · , Tn−1} é uma sequência excepcional.










Ti [ri ][ j ]) = 0.
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Ti [ri ][rn−1− ri0])
= 0.
Consequentemente, ri0 = rn−1, uma vez que como no caso de serem diferentes, mostramos que
não existe morfismo entre τrλ−1X1[ri0] e os outros somandos de T
•, e assim a álgebra EndT •o p






Perceba que ao supormos que o objeto X1[rn−1] é um somando direto indecomponível de
T •, se existir algum número inteiro ri0 tal que τ
rλ−1X1[ri0] seja somando de T
•, obtemos
HomDb (H )(τ




' DHomH (X1, X1) 6= 0,
e então concluímos que ri0 = rn−1−1. A partir deste fato podemos enunciar o seguinte lema.
Lema 3.6 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 4 emH . Seja T • um complexo tilting em Db (H ), suponha que τrλ−1X1[rn−1− 1],
X1[rn−1] e Tn−1[rn−1] = X`[rn−1] sejam somandos de T •, 3≤ `λ(Tn−1) = `≤ rλ−1 e que Ti 6'H para




é um complexo tilting emDb (H ). Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−2X1} é uma sequência excep-
cional completa.
Demonstração: Uma vez que τrλ−2X1 ∈C (τrλ−1X`−2), concluímos que τrλ−2X1[ri ] não pode ser
um somando direto de T •, para qualquer i . Como estamos substituindo o somando
τrλ−1X1[rn−1 − 1] por τrλ−2X1[rn−1], temos que o número de somandos diretos indecomponí-
veis de T é o mesmo número de somandos diretos indecomponíveis de T •, que é igual ao
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posto do grupo de Grothendieck da categoriaH . Logo, segue do lema 1.10 que precisamos
apenas verificar, para todo j 6= 0, que
HomDb (H )(T , T [ j ]) = 0.
Note primeiramente que uma vez que T • é um complexo tilting, para todo j 6= 0, temos que
HomDb (H )(T
• \τrλ−1X1[rn−1−1], T • \τrλ−1X1[rn−1−1][ j ]) = 0.
Pela proposição 1.15, sabemos que todos os morfismos não invertíveis entre objetos deTλ são
compostas de morfismos irredutíveis de Tλ, e assim concluímos que
HomH (τ
rλ−2X1, Tn−1) = 0;
Ext1H (τ








rλ−2X1, X1) = 0;
Ext1H (X1,τ
rλ−2X1) = 0.
Como a categoriaH é hereditária, as igualdades acima nos permitem garantir que
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], Tn−1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(Tn−1[rn−1],τ
rλ−2X1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], X1[rn−1][ j ]) = 0;
HomDb (H )(X1[rn−1],τ
rλ−2X1[rn−1][ j ]) = 0, para todo j 6= 0.
Além disso, comoτrλ−2X1[rn−1] está na boca do tuboTλ[rn−1], segue da proposição 1.14 que,
para todo j 6= 0, temos
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1],τ
rλ−2X1[rn−1][ j ]) = 0.
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Logo, o que precisamos mostrar de fato é que, para todo j 6= 0, teremos
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], T
• \ (X1[rn−1]⊕Tn−1[rn−1])[ j ]) = 0; (3.8)
HomDb (H )(T
• \ (X1[rn−1]⊕Tn−1[rn−1]),τrλ−2X1[rn−1][ j ]) = 0. (3.9)
Provemos primeiramente o fato (3.8). Para tanto, suponha que HomDb (H )(τrλ−2X1[rn−1], T • \
(X1[rn−1] ⊕ Tn−1[rn−1])[ j ]) 6= 0. Em outras palavras, estamos supondo que
HomDb (H )(τrλ−2X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0, para Ti 6= X1, Tn−1,τrλ−1X1. Novamente, comoH é uma
categoria hereditária, temos que j + ri = rn−1 ou j + ri = rn−1+1.
Se j + ri = rn−1, temos então
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−2X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomH (τrλ−2X1, Ti ) 6= 0.
Sendo 0→τrλ−2X1→τrλ−2X2→τrλ−3X1→ 0 uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6'τrλ−2X1,
existe um morfismo não-nulo f : τrλ−2X2→ Ti . Analogamente, como 0→ τrλ−2X2→ τrλ−3X1⊕
τrλ−2X3 → τrλ−3X2 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−2X2, existe um mor-
fismo não-nulo f : τrλ−3X1 ⊕τrλ−2X3 → Ti . Repetindo este processo, note que em algum mo-
mento chegaremos a conclusão de que existe um morfismo não nulo f : ⊕τrλ−k X l → Ti , em
que cada τrλ−k X l é um elemento do co-raio iniciando em Tn−1. Além disso, temos o morfismo
Tn−1→τrλ−k X l em Tλ, que será um epimorfismo. Logo
DHomH (τ
rλ−2X1, Ti ) 6= 0 ⇒ DHomH (⊕τrλ−k X l , Ti ) 6= 0
⇒ DHomH (Tn−1, Ti ) 6= 0,
o que nos dá um absurdo, uma vez que ε= {T0, · · · , Tn−2, Tn−1} é uma sequência excepcional.
Se j + ri = rn−1+1, temos então
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], Ti [ri ][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(τrλ−2X1, Ti [ri − rn−1+ j ]) 6= 0
⇒ HomDb (H )(τrλ−2X1, Ti [1]) 6= 0.
⇒ Ext1H (τ
rλ−2X1, Ti ) 6= 0
⇒ DHomH (Ti ,τrλ−1X1) 6= 0.
Uma vez que 0 → X1 → X2 → τrλ−1X1 → 0 é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6'
τrλ−1X1, existe um morfismo não-nulo f : Ti → X2. Como HomH (X1, X2) 6= 0 e
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HomH (X2,τrλ−1X1) 6= 0, se Ti ' X2 para algum i , segue do lema 3.1 que por um lado ri = rn−1
e por outro lado ri = rn−1 − 1, o que é um absurdo. Assim, podemos considerar Ti 6' X2, e da
sequência de Auslander-Reiten 0→τX2→ X1⊕τX3→ X2→ 0, concluímos que HomH (Ti , X1) 6=
0 ou HomH (Ti ,τX3) 6= 0. Se HomH (Ti ,τX3) 6= 0, então teríamos
HomH (Ti ,τX3) 6= 0 ⇒ HomH (Ti ,τTn−1) 6= 0
⇒ DExt1H (Tn−1, Ti ) 6= 0,
o que é novamente um absurdo, uma vez que ε = {T0, · · · , Tn−1} é uma sequência excepcional.
Por outro lado, se HomH (Ti , X1) 6= 0, como Ti 6' X1 e 0→ τX1→ τX2→ X1→ 0 é sequência de
Auslander-Reiten, existe um morfismo não-nulo f : Ti → τX2. Além disso, como o morfismo
τX2→τTn−1 é um monomorfismo em Tλ, temos
HomH (Ti ,τX2) 6= 0 ⇒ HomH (Ti ,τTn−1) 6= 0
⇒ DExt1H (Tn−1, Ti ) 6= 0.
O que é um absurdo, uma vez que ε= {T0, · · · , Tn−1} é uma sequência excepcional. Concluímos
assim que para todo j inteiro vale
HomDb (H )(τ
rλ−2X1[rn−1], T
• \ (X1[rn−1]⊕Tn−1[rn−1])[ j ]) = 0.
Provemos agora o fato (3.9). Suponha que HomDb (H )(T •\(X1[rn−1]⊕Tn−1[rn−1]),τrλ−2X1[rn−1][ j ]) 6=
0. Em outras palavras, estamos supondo HomDb (H )(Ti [ri ],τrλ−2X1[rn−1][ j ]) 6= 0, em que Ti 6=
X1, Tn−1. Utilizando novamente o fato da categoriaH ser hereditária, podemos concluir que
j + rn−1 = ri ou j + rn−1 = ri +1.
Se j + rn−1 = ri , temos
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−2X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−2X1[rn−1− ri + j ]) 6= 0
⇒ HomH (Ti ,τrλ−2X1) 6= 0.
Como 0→ τrλ−1X1 → τrλ−1X2 → τrλ−2X1 → 0 é sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−2X1,
existe morfismo não-nulo f : Ti → τrλ−1X2. Sendo Ti 6' τrλ−1X2 e a sequência 0→ X2 → X3 ⊕
τrλ−1X1 → τrλ−1X2 → 0 é de Auslander-Reiten, segue que HomH (Ti ,τrλ−1X1) 6= 0 ou
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HomH (Ti , X3) 6= 0. Caso HomH (Ti , X3) 6= 0, então
HomH (Ti , X3) 6= 0 ⇒ HomH (Ti , Tn−1) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[rn−1][ri − rn−1]) 6= 0.
Uma vez que Ti [ri ] e Tn−1[rn−1] são somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting T •,
devemos ter ri − rn−1 = 0 e portanto j = 0. Por outro lado, se HomH (Ti ,τrλ−1X1) 6= 0, como
Ti 6' τrλ−1X1 e a sequência 0→ X1 → X2 → τrλ−1X1 → 0 de Auslander-Reiten, existe morfismo
não-nulo f : Ti → X2. Além disso, temos que o morfismo X2→ Tn−1 é um monomorfismo em
Tλ, logo
HomH (Ti ,τ
rλ−1X1) 6= 0 ⇒ HomH (Ti , X2) 6= 0
⇒ HomH (Ti , Tn−1) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti [ri ], Tn−1[rn−1][ri − rn−1]) 6= 0.
Desde que Ti [ri ] e Tn−1[rn−1] são somandos diretos indecomponíveis do complexo tilting T •,
devemos ter ri − rn−1 = 0 e portanto j = 0.
Se j + rn−1 = ri +1, teremos:
HomDb (H )(Ti [ri ],τ
rλ−2X1[rn−1][ j ]) 6= 0 ⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−2X1[rn−1− ri + j ]) 6= 0
⇒ HomDb (H )(Ti ,τrλ−2X1[1]) 6= 0
⇒ Ext1H (Ti ,τ
rλ−2X1) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−2X1,τTi ) 6= 0
⇒ DHomH (τrλ−3X1, Ti ) 6= 0.
Como τrλ−2X2→ τrλ−3X1→ 0 é um epimorfismo, existe um morfismo não-nulo f : τrλ−2X2→
Ti . Analogamente, como 0→ τrλ−2X2 → τrλ−3X1 ⊕τrλ−2X3 → τrλ−3X2 → 0 é uma sequência de
Auslander-Reiten e Ti 6' τrλ−2X2, temos então que existe um morfismo não-nulo f : τrλ−3X1 ⊕
τrλ−2X3→ Ti . Repetindo este processo, note que em algum momento chegaremos a conclusão
de que existe um morfismo não nulo f :⊕τrλ−k X l → Ti , em que cadaτrλ−k X l é um elemento do
co-raio iniciando em Tn−1. Além disso, o morfismo Tn−1→ τrλ−k X l em Tλ é um epimorfismo,
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logo
DHomH (τ
rλ−2X1, Ti ) 6= 0 ⇒ DHomH (⊕τrλ−k X l , Ti ) 6= 0
⇒ DHomH (Tn−1, Ti ) 6= 0,
o que gera um absurdo, uma vez que ε = {T0, ..., Tn−1} é uma sequência excepcional. Concluí-
mos assim, que para todo j 6= 0 temos
HomDb (H )(T
• \ (X1[rn−1]⊕Tn−1[rn−1]),τrλ−2X1[rn−1][ j ]) = 0.
Dessa forma, T é de fato um complexo tilting. Além disso, vimos também que HomH (τrλ−2X1, Ti ) =
0 e Ext1H (τ
rλ−2X1, Ti ) = 0 para i ∈ {0, ..., n−1}. Logo, temos que a sequênciaε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−2X1}
é uma sequência excepcional completa.
Na próxima seção apresentaremos alguns resultados para o caso em que `λ(Tn−1) = 2, isto
é, o caso em que o somando direto indecomponível Tn−1[rn−1] de T • está na segunda linha do
tubo Tλ[rn−1].
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3.1 O caso `λ(Tn−1) = 2
Trataremos agora do caso em que o último somando do complexo tilting T •, a saber,
Tn−1[rn−1], está na segunda linha de um tubo estável estândar Tλ[rn−1] de posto rλ ≥ 3. Para
uma melhor compreensão, a seguir vejamos graficamente como Tn−1 está situado dentro de
tal tubo.
X τrλ−1X τrλ−2X τrλ−3X · · · τX X
Tn−1 τ
rλ−1Tn−1 τ
rλ−2Tn−1 · · · · · · τTn−1
τZ Z τrλ−1Z τrλ−2Z · · · · · · τZ
τW W τrλ−1W · · · · · · τ2W








O que faremos a seguir é mostrar que dado um complexo tilting cujo último somando esteja na
segunda linha de um tubo estável estândar, é sempre possível substituí-lo por outro complexo
tilting de tal maneira que o último somando direto indecomponível deste novo complexo seja
um objeto simples nesse mesmo tubo. Para tanto, seguindo a notação da figura acima, note
que HomH (X , Tn−1) 6= 0, mais ainda, temos que X é o antecessor imediato de Tn−1, e portanto
segue do lema 3.1 que se X [ri ] é um somando direto indecomponível de T •, então devemos
ter ri = rn−1. A partir daí concluímos que para ri 6= rn−1 temos Ti 6' X e que há dois casos a se
considerar: quando X [rn−1] é somando de T • e quando X [rn−1] não é um somando direto do
complexo tilting T •.
Lema 3.7 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 3 emH . Seja T • um complexo tilting em Db (H ) tal que que Tn−1[rn−1] ∈ Tλ[rn−1]
e `λ(Tn−1) = 2. Então são válidas as afirmações:
a) HomH (X , Ti ) = 0 e Ext1H (X , Ti ) = 0 para todo somando Ti 6= Tn−1, X ;
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Ti [ri ]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−2,τrλ−1X } é uma sequência
excepcional completa;






Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting emDb (H ). Mais ainda,ε= {T0, ..., Tn−3, Tn−1,τrλ−1X } é uma sequên-
cia excepcional completa.
Demonstração: a) Note que se supormos HomH (X , Ti ) 6= 0, como 0→ X → Tn−1→ τ−1X → 0
é uma sequência de Auslander-Reiten e Ti 6' X , deve existir então um morfismo não-nulo
f : Tn−1 → Ti , o que é um absurdo, uma vez que ε = {T0, ..., Tn−1} é sequência excepcional.
Para provar que Ext1H (X , Ti ) 6= 0, os cálculos são análogos.
b) Basta tomar `λ(Tn−1) = 2 no lema 3.3 e então obtemos o resultado.
c) Ao considerarmos que X [rn−1] é um somando direto indecomponível do complexo tilting
T •, uma vez que HomH (X , Ti ) = 0 e Ext1H (X , Ti ) = 0 para todo somando Ti 6= Tn−1, X , po-
demos tomar X = Tn−2, ou seja, X é o penúltimo elemento da sequência excepcional ε =
{T0, ..., Tn−2, Tn−1} obtida através do complexo tilting T •. Além disso, escrevemos o complexo





Ti [ri ]⊕X [rn−1]⊕Tn−1[rn−1].
Dito isto, basta considerarmos `λ(Tn−1) = 2 no lema 3.4, e assim obtemos o resultado desejado.
Com isso acabamos de mostrar então que dado um complexo tilting cujo último somando
esteja na segunda linha de um tubo estável estândar, sempre podemos substituí-lo por outro
complexo tilting cujo último somando esteja na primeira linha deste mesmo tubo.
Capítulo 3. Complexos Tilting em Tubos 109
3.2 O caso `λ(Tn−1) = 3
Nesta seção trataremos do caso em que o último somando do complexo tilting T •, a saber,
Tn−1[rn−1], está na terceira linha de um tubo estável estândarTλ[rn−1] de posto rλ ≥ 4. Para uma
melhor compreensão, vejamos graficamente como Tn−1 está situado dentro de tal tubo.
X τrλ−1X τrλ−2X τrλ−3X · · · · · · X
Y τrλ−1Y τrλ−2Y · · · · · · τY
τTn−1 Tn−1 τ
rλ−1Tn−1 τ
rλ−2Tn−1 · · · · · · τTn−1
τW W τrλ−1W · · · · · · τ2W








O que faremos agora é análogo ao que fizemos na seção anterior, ou seja, mostraremos que
dado um complexo tilting cujo último somando esteja na terceira linha de um tubo estável
estândar, é sempre possível substituí-lo por outro complexo tilting de tal maneira que o último
somando direto indecomponível deste novo complexo seja um objeto simples nesse mesmo
tubo. Para tanto, seguindo a notação da figura acima, note que HomH (X , Tn−1) 6= 0, e portanto
segue do lema 3.1 que se X [ri ] é um somando direto indecomponível de T •, então devemos ter
ri = rn−1. A partir daí concluímos que para ri 6= rn−1 temos Ti 6' X e que há dois casos a serem
considerados: quando X [rn−1] é somando de T • e quando X [rn−1] não é um somando direto
do complexo tilting T •. Além disso, precisamos também estudar o caso em que Ti 6' τrλ−1X e
o caso em que existe algum índice i0 tal que Ti0 'τ
rλ−1X .
Lema 3.8 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 4 emH . Seja T • um complexo tilting em Db (H ) tal que Tn−1[rn−1] ∈ Tλ[rn−1] e
`λ(Tn−1) = 3. Então são válidas as afirmações:
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Ti [ri ]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−2,τrλ−1X } é uma sequência
excepcional completa;
b) Se X [rn−1]não é somando direto indecomponível de T • e existe ri0 tal que Ti0[ri0] =τ
rλ−1X [ri0],




Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1].
Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência excepcional completa;





Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência
excepcional completa;
d) Se τrλ−1X [rn−1−1] e X [rn−1] são somandos diretos indecomponíveis de T •, então
T =
⊕
Ti [ri ]⊕X [rn−1]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−2X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−2X } é uma sequência
excepcional completa.
Demonstração: a) Basta considerar `λ(Tn−1) = 3 no lema 3.3 e obtemos o resultado.
b) Basta tomarmos `λ(Tn−1) = 3 no lema 3.5 e obtemos o resultado.
c) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 3 no lema 3.4 e obtemos o resultado desejado.
d) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 3 no lema 3.6 e obtemos o resultado.
Com isso acabamos de mostrar que, dado um complexo tilting cujo último somando es-
teja na terceira linha de um tubo estável estândar cujo posto rλ é maior ou igual a 4, sempre
podemos substituí-lo por outro complexo tilting cujo último somando direto indecomponível
esteja na primeira linha deste mesmo tubo.
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3.3 O caso `λ(Tn−1) = 4
Nesta seção trataremos do caso em que o último somando do complexo tilting T •, a saber,
Tn−1[rn−1], está na quarta linha de um tubo estável estândar Tλ[rn−1] de posto rλ ≥ 5. Para uma
melhor compreensão, vejamos graficamente como Tn−1 está situado dentro de tal tubo.
X τrλ−1X τrλ−2X τrλ−3X · · · · · · X
Y τrλ−1Y τrλ−2Y · · · · · · τY
τZ Z τrλ−1Z τrλ−2Z · · · · · · τZ
τTn−1 Tn−1 τ
rλ−1Tn−1 · · · · · · τ2Tn−1








O que faremos agora é análogo ao que fizemos nas seções anteriores, ou seja, mostraremos
que dado um complexo tilting cujo último somando esteja na quarta linha de um tubo estável
estândar e satisfazendo algumas hipóteses adicionais, é sempre possível substituí-lo por ou-
tro complexo tilting de tal maneira que o último somando direto indecomponível deste novo
complexo seja um objeto simples nesse mesmo tubo.
Lema 3.9 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting eTλ um tubo estável estândar
de posto rλ ≥ 5 em H . Seja T • um complexo tilting em Db (H ) tal que Tn−1[rn−1] ∈ Tλ[rn−1],
`λ(Tn−1) = 4. Então são válidas as afirmações:





Ti [ri ]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting na categoria derivadaDb (H ). Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−2,τrλ−1X }
é uma sequência excepcional completa;
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b) Se X [rn−1] não é somando direto indecomponível de T •, Ti 6'τrλ−2X ,τrλ−1Y , e existe ri0 tal
que Ti0[ri0] =τ




Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1].
Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência excepcional completa;
c) Se X [rn−1] = Tr [rn−1] é um somando direto indecomponível de T • emTλ[rn−1] e Ti 6'τrλ−1X ,




Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência
excepcional completa;
d) Se τrλ−1X [rn−1 − 1] e X [rn−1] são somandos diretos indecomponíveis de T • em Tλ[rn−1] e
Ti 6'τrλ−2X ,τrλ−1Y , então
T =
⊕
Ti [ri ]⊕X [rn−1]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−2X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−2X } é uma sequência
excepcional completa.
Demonstração: a) Basta considerar `λ(Tn−1) = 4 no lema 3.3 e então obtemos o resultado.
b) Ao considerarmos `λ(Tn−1) = 4 no lema 3.5, obtemos então o resultado.
c) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 4 no lema 3.4 e temos o resultado desejado.
d) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 4 no lema 3.6 e obtemos o resultado.
Com isso mostramos que, dado um complexo tilting cujo último somando esteja na quarta
linha de um tubo estável estândar cujo posto rλ é maior ou igual a 5, e tal que Ti 6' H , com
H ∈C (τrλ−1Y ), sempre podemos substituí-lo por outro complexo tilting cujo último somando
direto indecomponível esteja na primeira linha deste mesmo tubo.
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3.4 O caso `λ(Tn−1) = 5
Nesta seção trataremos do caso em que o último somando do complexo tilting T •, a saber,
Tn−1[rn−1], está na quinta linha de um tubo estável estândar Tλ[rn−1] de posto rλ ≥ 6. Para uma
melhor compreensão, vejamos graficamente como Tn−1 está situado dentro de tal tubo.
X τrλ−1X τrλ−2X τrλ−3X · · · · · · X
Y τrλ−1Y τrλ−2Y · · · · · · τY
τZ Z τrλ−1Z τrλ−2Z · · · · · · τZ
τW W τrλ−1W · · · · · · τ2W
τ2Tn−1 τTn−1 Tn−1 τ








Assim como nas seções anteriores, mostraremos que dado um complexo tilting cujo último
somando esteja na quinta linha de um tubo estável estândar e satisfazendo algumas hipóte-
ses adicionais, é sempre possível substituí-lo por outro complexo tilting de tal maneira que o
último somando direto indecomponível deste novo complexo seja um objeto simples nesse
mesmo tubo.
Lema 3.10 SejamH uma categoria hereditária com objeto tilting e Tλ um tubo estável estân-
dar de posto rλ ≥ 6 emH . Seja T • um complexo tilting emDb (H ) tal que Tn−1[rn−1] ∈Tλ[rn−1],
`λ(Tn−1) = 5. As seguintes afirmações são válidas:
a) Se X [rn−1]não é somando direto indecomponível de T • e Ti 6'τrλ−1X ,τrλ−2X ,τrλ−3X ,τrλ−1Y ,





Ti [ri ]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting na categoria derivadaDb (H ). Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−2,τrλ−1X }
é uma sequência excepcional completa;
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b) Se X [rn−1] não é somando direto indecomponível de T •, τrλ−1X ,τrλ−2X ,τrλ−3X ,τrλ−1Y ,
τrλ−2Y ,τrλ−1Z , e existe ri0 tal que Ti0[ri0] =τ




Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1].
Mais ainda, ε= {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência excepcional completa;
c) Se X [rn−1] = Tr [rn−1] é um somando direto indecomponível de T • emTλ[rn−1] e Ti 6'τrλ−1X ,




Ti [ri ]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−1X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−1X } é uma sequência
excepcional completa;
d) Se τrλ−1X [rn−1 − 1] e X [rn−1] são somandos diretos indecomponíveis de T • em Tλ[rn−1] e
Ti 6'τrλ−1X ,τrλ−2X ,τrλ−3X ,τrλ−1Y ,τrλ−2Y ,τrλ−1Z , então
T =
⊕
Ti [ri ]⊕X [rn−1]⊕Tn−1[rn−1]⊕τrλ−2X [rn−1]
é um complexo tilting em Db (H ). Mais ainda, ε = {T0, ..., Tn−1,τrλ−2X } é uma sequência
excepcional completa.
Demonstração: a) Basta considerar `λ(Tn−1) = 5 no lema 3.3 e então obtemos o resultado.
b) Ao considerarmos `λ(Tn−1) = 5 no lema 3.5, obtemos então o resultado.
c) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 5 no lema 3.4 e temos o resultado desejado.
d) Basta considerarmos `λ(Tn−1) = 5 no lema 3.6 e obtemos o resultado.
Com isso mostramos que, dado um complexo tilting cujo último somando esteja na quinta
linha de um tubo estável estândar cujo posto rλ é maior ou igual a 6, e tal que Ti 6' H , com
H ∈C (τrλ−1Z ), sempre podemos substituí-lo por outro complexo tilting cujo último somando
direto indecomponível esteja na primeira linha deste mesmo tubo.
Capítulo 4
Dimensão Global Forte na Categoria
Derivada de Feixes Coerentes
Uma reta projetiva com pesoX=X(w , p ) é a reta projetivaP1k juntamente com um número
finito de pontos p1, · · · , pr ∈ P1k , e para cada um desses pontos um peso wi ∈N≥2, obtendo as-
sim uma sequência w = (w1, · · · , wr ), que chamaremos de sequência peso. SejaH = cohX a
categoria de feixes coerentes sobre X. Para mais detalhes sobre retas projetivas com peso e
feixes coerentes, recomendamos [GL87]. Relembraremos aqui apenas os resultados que utili-
zaremos no decorrer do trabalho.
O próximo teorema será muito útil para construirmos complexos tilting na categoria deri-
vada de cohX, que denotaremos aqui porDb (cohX).
Teorema 4.1 (ver [CK09], pág. 51) SejaX=X(w , p )uma reta projetiva com peso. Então o posto





Denotamos por H0 a subcategoria plena de H formada pelos objetos de comprimento
finito emH , isto é, os feixes de torção em X, e denotaremos porH+ a subcategoria plena de
H cujos objetos são fibrados vetorias, ou feixes livres de torção.
Teorema 4.2 (ver [GL87], pág. 28 ou [Opp10], pág. 6) SejaX=X(w , p )uma reta projetiva com
peso. Então cohX = H = H+ ∨H0, isto é, qualquer feixe em H é a soma direta de um fi-
brado vetorial e um feixe de torção. Mais ainda, HomX(H0,H+) = 0 = Ext1X(H+,H0). A cate-
goria dos feixes de torção se decompõe como uma união disjunta de categoriasH0 = ∨p∈P1kTp .
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Para p /∈ {p1, · · · , pr }, Tp é a categoria uniserial de comprimento finito com um único objeto
simples, isto é, seu quiver de Auslander-Reiten é um tubo homogêneo. Nesse caso denotaremos
Tp =T1. Para p = pi , a categoriaTp é a categoria uniserial conexa de comprimento finito com wi
objetos simples, isto é, seu quiver de Auslander-Reiten é um tubo de posto wi , e denotaremos
Tp =Twi .
A estrutura deH+ depende dos pesos:
(1) Se existirem no máximo dois pesos, ou se existirem três pesos da forma (w1, 2, 2), (2, 3, 3),
(2, 3, 4), ou (2, 3, 5)para algum w1, então a reta projetiva com pesoX é chamada doméstica
eH+ consiste de somente uma única componente de Auslander-Reiten da forma ZQ , em
que Q é um quiver com grafo subjacente Euclidiano.
(2) Se as sequências peso forem (2, 2, 2, 2), (2, 3, 6), (2, 4, 4), ou (3, 3, 3), então a reta projetiva
com pesoX é chamada tubular. Neste caso,H+ =∨q∈QH (q ). Mais ainda,H (q ) 'H0 para
qualquer q ∈Q, e para q1 < q2 temos HomX(H (q2),H (q1)) = 0= Ext1X(H
(q1),H (q2)).
(3) Em todos os outros casos,H+ é uma união disjunta de componentes da formaZA∞. Nesse
caso dizemos que a reta projetiva com peso X é selvagem.
Observação 4.1 Ao consideramos o caso (1) do teorema 4.2, ou seja, o caso em que a reta proje-
tiva com pesoX é doméstica, cada peso wi corresponde a um tubo de postoTwi emH0, eH+ con-
siste de somente uma única componente de Auslander-Reiten da formaZQ , em que Q é um qui-
ver com grafo subjacente Euclidiano. Utilizando o teorema 1.29, conseguimos identificar então
qual é o grafo subjacente, uma vez que a sequência peso w corresponde ao tipo tubular daP1(k )-
família TQ . Uma vez que a categoria cohX é hereditária, segue queDb (cohX) =∨i∈ZcohX[i ], e o
mesmo acontece para a categoria modkQ , ou seja, Db (modkQ ) = ∨i∈ZmodkQ [i ]. Como nesse
caso temos ∨i∈ZcohX[i ] =∨i∈ZmodkQ [i ], segue então que
Db (cohX)'Db (modkQ ).
Para mais detalhes o leitor pode consultar [Len86], pág. 222, ou [GL87], pág. 30.
A observação acima nos mostra então que o estudo da categoria de feixes coerentes so-
bre uma reta projetiva com peso X doméstica se resume ao estudo de álgebras hereditárias
mansas, estudo este realizado no capítulo anterior.
Vejamos agora que ao trabalharmos com uma categoria de feixes coerentes sobre uma reta
projetiva com peso X, é muito importante saber onde podemos "cortar"as categorias de tal
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modo que sejam equivalentes. Para tanto, estudaremos agora um resultado apresentado por
Lenzing e Skowroński em [LS96], no qual eles mostram como devem ser as categorias heredi-
táriasH que são derivadamente equivalentes à categoria cohX para algumas retas projetivas
X.
Teorema 4.3 (ver [LS96], pág. 167, ou [Opp10], pág. 6) SejaH uma categoria hereditária de-
rivadamente equivalente a cohXpara alguma reta projetiva com pesoX. EntãoH é equivalente
a uma das seguintes categorias (aqui olhamos paraH como uma subcategoria deDb (cohX)):
1) modH para uma álgebra hereditária mansa H , se X for doméstica;
2) TS [−1]∨H+ ∨TP1k \S para algum subconjunto S ⊆P
1
k , se X for selvagem;
3) (∨q∈Q>xH
(q ))∨H0 ∨ (∨q∈Q≤xH
(q )[1]) para algum x ∈ Q, se as sequências peso de X forem
(2, 2, 2, 2), (2, 3, 6), (2, 4, 4), ou (3, 3, 3).
Observação 4.2 Abaixo representamos geometricamente o item 3) do teorema 4.3. Através de
tal representação, fica claro que para qualquer x ∈ Q, podemos considerarH (x ) como a parte
de torção de uma alguma categoriaH ′ equivalente à categoria cohX=H .





Ao considerarmos objetos excepcionais em cohX, isto é, objetos M tais que Ext1X(M , M ) = 0,
temos os seguintes resultados, que serão de fundamental importância ao longo deste capítulo.
Recordamos aqui que um objeto S é dito simples em um tubo Tλ se S estiver na boca de Tλ,
ou equivalentemente, se S não tem nenhum subobjeto em Tλ.
Teorema 4.4 (ver [GL91], pág. 325, ou [Mel04], pág. 25) Sejam X = X(w , p ) uma reta proje-
tiva com peso e S um objeto simples excepcional de comprimento finito concentrado em pi , isto
é, S está na boca do tubo Twi . Então a categoria perpendicular S
⊥, formada em cohX, é equi-
valente a uma categoria de feixes coerentes cohX′ sobre uma reta projetiva X′ = X′(w ′, p ) com
sequência peso w ′ = (w1, · · · , wi−1, wi −1, wi+1, · · · , wr ). Em particular, rk(K0(X′)) = rk(K0(X))−1.
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Teorema 4.5 (ver [Mel04], pág. 25) Seja E um fibrado vetorial excepcional na categoria cohX,
em que X é uma reta projetiva com peso e rk(K0(X)) = n. Então a categoria perpendicular E ⊥,
subcategoria de cohX, é equivalente a uma categoria de módulos modH , em que H é uma k -
álgebra hereditária com n −1 H -módulos simples.
4.1 Um resultado geral sobre a Dimensão Global Forte
Como já mencionado anteriormente, Happel e Zacharia provaram em [HZ10] que dada
uma álgebra hereditária por partes Λ, temos que s.gl.dim.Λ≤ n , em que n é o posto do grupo
de Grothendieck da álgebra Λ. Em [ALMM17], os autores apresentaram uma nova definição
para a dimensão global forte, e vários de seus resultados são decorrentes de técnicas aplica-
das ao quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada. Como motivação para esse capítulo,
apresentamos novamente a prova do resultado de [HZ10] mencionado acima, porém, apli-
cando as mesmas técnicas de [ALMM17].
Teorema 4.6 Sejam X uma reta projetiva com peso doméstica ou tubular e T • um complexo
tilting emDb (cohX). Então
a) Se X for uma reta projetiva com peso doméstica tal que rkK0(X) = n, então existe um so-
mando direto indecomponível de T • que não está em componente regular;




H [i ],`≤ n −2.
Demonstração: a) Segue da observação 4.1 que, para uma reta projetiva com peso X domés-
tica, temos que a categoria cohX é derivadamente equivalente à categoria de módulos modΛ,
em que Λ é uma álgebra hereditária mansa. Assim, a prova é análoga a prova do item a) do
teorema 2.5 no capítulo 2.
b) Para o caso em que a reta projetiva com peso X é doméstica, a prova é análoga ao item b)
do teorema 2.5. Já para o caso em que a reta projetiva com peso X é tubular, para provar que





H [i ],`≥ n −1,
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para toda subcategoria hereditáriaH ⊂Db (cohX). Neste caso, como um complexo tilting em
Db (cohX) deve ter exatamente n somandos e a álgebra EndT •o p é conexa, deve existir exata-
mente um somando direto indecomponível de T • em cada cópia deH . Segue do teorema 4.3
e da observação 4.2 que podemos supor que todos esses somandos estão em shifts de uma
mesma componenteH (x ), pois caso não estivessem, conseguiríamos concentrar 2 somandos
de T • em um mesmo shift de alguma categoria hereditáriaH ′, e então T • estaria espalhado
em ∨n−2i=0H
′, contradizendo nossa suposição. Como a álgebra EndT •o p é conexa, todos os so-
mandos devem estar em shifts de um mesmo tubo deH (x ). Por outro lado, sabemos que os so-
mandos diretos indecomponíveis de T • formam uma sequência excepcional completa. Como
o posto de um tubo emH (x ) é no máximo n−4, do lema 2.2 obtemos um absurdo, que decorre
do fato de supormos que não existe subcategoria hereditária geradora tal que o complexo til-
ting T • esteja espalhada em um número menor do que n −1. Portanto, concluímos que deve




H [i ],`≤ n −2.
O teorema 4.6 nos permitiu encontrar um limitante para o espalhamento de um complexo
tilting T • na categoria derivada Db (cohX). Podemos então utilizar o lema 1.28 e assim obter
um majorante para a dimensão global forte de Λ.
Corolário 4.7 (Happel-Zacharia, 2010) SejamΛuma álgebra hereditária por partes derivada-
mente equivalente à categoria cohX e tal que rkK0(Λ) = n. Então
s.gl.dim.Λ≤ n = rkK0(Λ).
Demonstração: Basta utilizar o teorema de Rickard juntamente com o teorema 4.6 e com o
lema 1.28.
Como já mencionado, o corolário 4.7 é um resultado já conhecido (ver 1.25). Ao longo deste
capítulo veremos que para algumas classes de álgebras derivadamente equivalentes à catego-
ria de feixes coerentes sobre uma reta projetiva com peso é possível melhorar tal resultado.
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4.2 Retas Projetivas Domésticas
Do teorema 4.2 e da observação 4.1 segue que a categoria de feixes coerentes sobre uma
reta projetiva com peso doméstica é derivadamente equivalente à categoria de módulos sobre
uma álgebra hereditária mansa. As propriedades dos complexos tilting e a dimensão global
forte para álgebras hereditárias por partes derivadamente equivalente à álgebras hereditárias
mansas já foram estudadas nas seções 2.4, 2.5 e 2.6 do capítulo 2.
4.3 Retas Projetivas Tubulares
Como citado anteriormente, a reta projetiva com pesoX(w , p ) é dita tubular se a sequência
peso w é igual à (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6). Pelo teorema 4.2, sabemos que a categoria
cohX é da forma (∨q∈QH (q ))∨H0, em queH (q ) 'H0 para qualquer q ∈Q. Uma vez que temos





ComoH (q ) 'H0, sabemos que cada componenteH (q ) é uma família de tubos.
Observação 4.3 Segue de [HR86] pág. 162, que cada um dos tubos nas famíliasH (q ) é estável,
standard e auto-hereditário, e assim podemos aplicar os resultados apresentados no primeiro
capítulo, na seção 1.3.
Para o caso em que w = (2, 2, 2, 2), para cada q ∈ Q∪ {∞} temos queH (q ) é uma família
de tubos parametrizada por P1k , com quatro tubos de posto 2, que denotaremos por T
(q )
2 , e
infinitos tubos homogêneos, isto é, tubos de posto 1, que aqui denotaremos simplesmente
por T (q ).
Para o caso em que w = (3, 3, 3), para cada q ∈Q∪ {∞} temos queH (q ) é uma família de
tubos parametrizada por P1k , com três tubos de posto 3, que denotaremos por T
(q )
3 , e infinitos
tubos homogêneos, isto é, infinitos tubos de posto 1, que aqui denotaremos simplesmente por
T (q ).
Para o caso em que w = (2, 4, 4), para cada q ∈Q∪ {∞} temos queH (q ) é uma família de
tubos parametrizada por P1k , com um tubo de posto 2, que denotaremos por T
(q )
2 , dois tubos
de posto 4, que denotaremos por T (q )4 , e infinitos tubos homogêneos, isto é, tubos de posto 1,
que aqui denotaremos simplesmente por T (q ).
Capítulo 4. Dimensão Global Forte na Categoria Derivada de Feixes Coerentes 121
Para o caso em que w = (2, 3, 6), para cada q ∈Q∪ {∞} temos queH (q ) é uma família de
tubos parametrizada por P1k , com um tubo de posto 2, que denotaremos por T
(q )
2 , um tubo de
posto 3, que denotaremos porT (q )3 , um tubo de posto 6, que denotaremos porT
(q )
6 , e infinitos
tubos homogêneos, isto é, tubos de posto 1, que aqui denotaremos simplesmente por T (q ).
O que faremos agora é, para cada sequência peso tal que a reta projetiva seja tubular, en-
contrar um majorante superior para a dimensão global forte da álgebra de endomorfismo
EndT •o p , em que T • é um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Além disso, mos-
traremos em cada caso que esse majorante é estritamente menor que o posto do grupo de
Grothendieck da categoria cohX. Ao longo desta seção utilizaremos a notação introduzida no
capítulo 3, mais precisamente a notação introduzida na figura 3.1, ou seja, sempre considera-
remos o último somando Tn−1 = X`, para algum ` específico.
4.3.1 Sequência peso (2,2,2,2)
Consideremos a categoria cohX dos feixes coerentes sobre a reta projetiva com peso X =
X(w , p ) cuja sequência peso é w = (2, 2, 2, 2). Sabemos que X é de tipo tubular, e mais ainda,
que o posto do grupo de Grothendieck nesse caso é igual à 6.






em que cada Ti é um objeto indecomponível em cohX. Como o complexo tilting T • termina
em cohX[r5], existe q ∈Q∪{∞} tal que T5[r5] ∈H (q )[r5]. Desde que T • é um complexo tilting
na categoria derivadaDb (cohX), segue que, para cada i , temos Ext1H (Ti , Ti ) = 0, ou seja, cada Ti
é um objeto tilting parcial em cohX, e assim concluímos que T5[r5]deve estar emT
(q )
2 . Veremos
agora que existe uma subcategoriaH emDb (cohX) de tal maneira que o complexo tilting T •




H [i ], `≤ 2.
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Teorema 4.8 Sejam X = X(w , p ) uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é dada por
w = (2, 2, 2, 2) e T • um complexo tilting na categoria derivada Db (cohX). Então existe H ⊂






Demonstração: Como T5[r5] ∈T
(q )
2 [r5], utilizando a proposição 1.14 temos que T5 está na boca
do tubo T (q )2 . Logo, T5 é simples em T
(q )
2 , e sendo assim podemos então aplicar o teorema 4.4,
obtendo que T ⊥5 ' cohX
′, onde X′ = X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência
peso é w ′ = (2, 2, 2).
Uma vez que a sequência peso é w ′ = (2, 2, 2), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação
4.1 que a categoria derivadaDb (cohX′) é equivalente à categoria derivadaDb (modkQ ), em que
o grafo subjacente de Q é Q = D̃4.
Além disso, como ε= {T0, · · · , T5} é sequência excepcional, do lema 1.23 segue que T •\T5[r5]
é um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX′)'Db (modkQ ).
Como visto anteriormente, do teorema 2.31 segue então que existe uma subcategoria he-
reditária geradoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que T • \T5[r5] ∈∨1i=0H
′[i ].
E assim, utilizando a observação 1.2, garantimos então que existe subcategoria hereditária






Utilizando o limitante encontrado no teorema anterior, podemos aplicar então a técnica
apresentada em [ALMM17] e obter um majorante para a dimensão global forte de uma álgebra
hereditária por partes de tipo (2, 2, 2, 2), como veremos no corolário a seguir.
Corolário 4.9 Sejam X uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 2, 2, 2) e Λ
uma k -álgebra de dimensão finita satisfazendoDb (modΛ)'Db (cohX). Então
s.gl.dim.Λ≤ 4.
Demonstração: Basta utilizar o teorema de Rickard juntamente com o teorema 4.8 e com o
lema 1.28.
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4.3.2 Sequência peso (3,3,3)
Consideremos a categoria cohX dos feixes coerentes sobre a reta projetiva com peso X =
X(w , p ) cuja sequência peso é w = (3, 3, 3). Sabemos queX é de tipo tubular, e mais ainda, que
o posto do grupo de Grothendieck nesse caso é igual à 8.






em que cada Ti é um objeto indecomponível em cohX. Como o complexo tilting T • termina
em cohX[r7], existe um número q ∈Q∪{∞} tal que T7[r7] ∈H (q )[r7]. Além disso, sendo T • um
complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX), cada Ti é um objeto tilting parcial em cohX,
e assim concluímos que T7[r7] está em T
(q )
3 . Veremos agora que existe uma subcategoria here-
ditária geradoraH em Db (cohX) de tal maneira que o complexo tilting T • esteja distribuído




H [i ], `≤ 4.
Teorema 4.10 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (3, 3, 3)
e T • um complexo tilting na categoria derivada Db (cohX). Então existeH ⊂Db (cohX) subca-












T i [ri ],
com o mesmo espalhamento de T • e tal que ε = {T 0, · · · , T 7} é sequência excepcional. Além
disso, mostraremos que T 7 é um objeto simples no tuboT
(q )
3 . Após provarmos isso, aplicando
o teorema 4.4, obteremos que T
⊥
7 ' cohX
′, em que X′ = X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com
peso cuja sequência peso é w ′ = (2, 3, 3). Uma vez que a sequência peso é w ′ = (2, 3, 3), segue
dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação 4.1 que a categoria derivadaDb (cohX′) é equivalente
à categoria derivadaDb (modkQ ), em que o grafo subjacente de Q é Q = Ẽ6.
Além disso, como ε = {T 0, · · · , T 7} é sequência excepcional, utilizando o lema 1.23, segue
que T \ T 7[r7] é um complexo tilting na categoria derivada Db (cohX′) ' Db (modkQ ). Como
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visto anteriormente, é consequência do teorema 2.31 que existe uma subcategoria hereditária
geradoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que





e, assim, utilizando a observação 1.2, garantimos então que existe uma subcategoria hereditá-
ria geradoraH ⊆Db (cohX) tal que T ∈ ∨4i=0H [i ]. Como T







Resta provar então que dado um complexo tilting T • tal que T7[r7] ∈ T
(q )
3 [r7], podemos
trocá-lo por outro complexo tilting T como descrito anteriormente.
De fato, ao analisarmos o somando T7[r7], como T7 ∈ T
(q )
3 , segue da observação 4.3 e da
proposição 1.14 que `λ(T7)≤ 2, e portanto nos restam apenas duas possibilidades:
(1) T7 é simples, ou seja, ele está na boca do tubo T
(q )
3 ; ou
(2) T7 não é simples, e como está no tubo T
(q )
3 , deve estar na segunda linha do tubo, isto é,
T7 = X2 e portanto `λ(T7) = 2.
No caso (1), isto é, no caso em que T7 é simples, podemos considerar T = T •, e assim o resul-
tado já estará demonstrado, uma vez que T cumpre as condições enunciadas anteriormente.
Já no caso em que T7 está na segunda linha do tubo T
(q )
3 , temos dois casos:
(2a) T7[r7] é o único somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r7];
(2b) X1[r7] também é somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r7].
Se T7[r7] for o único somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r7], o que faremos é






que, conforme mostrado no item b) do lema 3.7, é de fato um complexo tilting emDb (cohX).
Além disso, como T7[r7] e X1[r7] estão no mesmo tubo T
(q )
3 [r7], segue do teorema 4.3 que o
espalhamento dos complexos tilting T • e T é o mesmo.
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Consideremos agora o segundo caso, isto é, quando X1[r7] também é somando direto in-
decomponível do complexo tilting T • em T (q )3 [r7]. A ideia agora é substituir o somando X1[r7]
por τ2X1[r7], obtendo assim um complexo
T = (T • \X1[r7])⊕τ2X1[r7],
que como vimos no item c) do lema 3.7 é de fato um complexo tilting. Além disso, utilizando
o teorema 4.3, como X1[r7] e τ2X1[r7] estão no mesmo tubo T
(q )
3 [r7], podemos concluir que o
espalhamento de T • e T é o mesmo.
Utilizando o limitante encontrado no teorema anterior, podemos então aplicar a técnica
apresentada em [ALMM17] e encontrar um majorante para a dimensão global forte de uma
álgebra hereditária por partes do tipo (3, 3, 3), como veremos no corolário a seguir.
Corolário 4.11 SejamX=X(w , p ) uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é dada por
w = (3, 3, 3) e Λ uma k -álgebra de dimensão finita satisfazendoDb (modΛ)'Db (cohX). Então
s.gl.dim.Λ≤ 6.
Demonstração: Basta aplicarmos o teorema de Rickard juntamente com o teorema 4.10 e o
lema 1.28.
4.3.3 Sequência peso (2,4,4)
Consideremos agora a categoria cohX dos feixes coerentes sobre a reta projetiva com peso
X=X(w , p ) cuja sequência peso é w = (2, 4, 4). Sabemos queX é de tipo tubular, e mais ainda,
que o posto do grupo de Grothendieck nesse caso é igual à 9.






em que cada Ti é um objeto indecomponível em cohX. Como o complexo tilting termina em
cohX[r8], existe um número q ∈ Q ∪ {∞} tal que T8[r8] ∈ H (q )[r8]. Além disso, como T • é
um complexo tilting na categoria derivada Db (cohX), cada Ti é um objeto tilting parcial em
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cohX, e assim concluímos que T8 está em T
(q )
2 ou em T
(q )
4 . Veremos agora que existe uma
subcategoria hereditária geradoraH em Db (cohX) de tal maneira que o complexo tilting T •




H [i ], `≤ 6.
Teorema 4.12 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 4, 4)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto
2, isto é, T8[r8] ∈T
(q )






Demonstração: Como T8[r8] ∈T
(q )
2 [r8], utilizando a proposição 1.14 temos que T8 está na boca
do tubo T (q )2 . Logo, T8 é simples em T
(q )
2 , e sendo assim podemos aplicar o teorema 4.4, ob-
tendo que T ⊥8 ' cohX
′, em que X′ = X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência
peso é w ′ = (4, 4).
Uma vez que a sequência peso é w ′ = (4, 4), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação
4.1 que a categoria derivada Db (cohX′) é equivalente à categoria derivada Db (modkQ ), em
que o grafo subjacente de Q é Q = Ã7.
Além disso, como ε= {T0, · · · , T8} é sequência excepcional, do lema 1.23 segue que T •\T8[r8]
é um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX′)'Db (modkQ ).
Como visto anteriormente, do teorema 2.27 temos que existe subcategoria hereditária ge-
radoraH ′ ⊆ Db (cohX′) tal que T • \T8[r8] ∈
∨5
i=0H
′[i ]. E assim, utilizando a observação 1.2,






No teorema anterior consideramos que o último somando, T8, estava em um tubo de posto
2, e assim concluímos que T8 deveria estar na boca deste mesmo tubo, podendo assim aplicar
o teorema 4.4. Já no caso em que o último somando, T8, está em um tubo de posto 4, T8 pode
estar também na segunda ou na terceira linha do tubo T (q )4 , e assim não podemos aplicar di-
retamente tal teorema. O que faremos agora é considerar este segundo caso, isto é, quando
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T8 está em um tubo de posto 4, e através de algumas manipulações algébricas tentar aplicar o
teorema 4.4.
Teorema 4.13 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 4, 4)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto
4, isto é, T8[r8] ∈T
(q )












T i [ri ]
com o mesmo espalhamento de T •, tal que ε = {T 0, · · · , T 8} é sequência excepcional, e além
disso, tal que T 8 é simples no tubo T
(q )
4 .
Após provarmos isso, aplicando o teorema 4.4, obteremos que T
⊥
8 ' cohX
′, em que X′ =
X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w ′ = (2, 3, 4). Uma vez que a
sequência peso é w ′ = (2, 3, 4), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação 4.1 que a categoria
derivadaDb (cohX′) é equivalente à categoria derivadaDb (modkQ ), em que o grafo subjacente
de Q é Q = Ẽ7.
Como visto anteriormente, segue do teorema 2.31 que existe uma subcategoria hereditária
geradoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que T \T 8[r8] ∈
∨4
i=0H
′[i ], e assim utilizando a observação 1.2,












Resta provar então que dado um complexo tilting T • tal que T8[r8] ∈ T
(q )
4 [r8], podemos
trocá-lo por outro complexo tilting T como descrito anteriormente.
De fato, ao analisarmos o somando T8[r8], como T8 ∈ T
(q )
4 , segue da observação 4.3 e do
teorema 1.14 que `λ(T8)≤ 3, e portanto nos restam apenas três possibilidades:
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(1) T8 é simples, ou seja, ele está na boca do tubo T
(q )
4 ; ou
(2) T8 não é simples em T
(q )
4 , T8 = X2 e `λ(T8) = 2; ou
(3) T8 não é simples em T
(q )
4 , T8 = X3 e `λ(T8) = 3.
No caso em que T8 é simples, podemos considerar T = T •, e assim o resultado já estará
demonstrado, uma vez que o complexo tilting T cumpre as condições enunciadas anterior-
mente.
Ao considerarmos o caso em que T8 não é simples e `λ(T8) = 2, segue dos itens b) e c) do
lema 3.7 que conseguimos trocar T • por outro complexo tilting T cujo último somando esteja
na boca do tubo T (q )4 [r8], e mais ainda, do teorema 4.3 temos que o espalhamento de T • e T é
o mesmo.
Já no caso em que T8 não é simples e `λ(T8) = 3, segue dos itens a), b), c) e d) do lema 3.8 que
conseguimos trocar T • por outro complexo tilting T cujo último somando esteja na boca do
tubo T (q )4 [r8], e mais ainda, do teorema 4.3 temos que o espalhamento de T • e T é o mesmo.
Utilizando os limitantes encontrados nos teoremas 4.12 e 4.13, podemos então encontrar
um majorante para a dimensão global forte de uma álgebra hereditária por partes do tipo
(2, 4, 4), como veremos no corolário a seguir.
Corolário 4.14 SejamX=X(w , p ) uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é dada por
w = (2, 4, 4) e Λ' EndT •o p uma k -álgebra de dimensão finita, para T • um complexo tilting em
Db (cohX). Então
• s.gl.dim.Λ≤ 8, se T8[r8] ∈T
(q )
2 [r8];
• s.gl.dim.Λ≤ 7, se T8[r8] ∈T
(q )
4 [r8].
Demonstração: Segue diretamente dos teoremas 4.12 e 4.13 e do lema 1.28.
4.3.4 Sequência peso (2,3,6)
Consideremos agora a categoria cohX dos feixes coerentes sobre a reta projetiva com peso
X=X(w , p ) cuja sequência peso é w = (2, 3, 6). Sabemos queX é de tipo tubular, e mais ainda,
que o posto do grupo de Grothendieck nesse caso é igual à 10.
Capítulo 4. Dimensão Global Forte na Categoria Derivada de Feixes Coerentes 129






em que cada Ti é um objeto indecomponível em cohX. Como o complexo tilting T • termina
em cohX[r9], existe um número q ∈ Q∪ {∞} tal que T9[r9] ∈ H (q )[r9]. Além disso, desde que
T • é um complexo tilting na categoria derivada Db (cohX), segue que cada Ti é um objeto til-
ting parcial em cohX, e assim concluímos que T9[r9] está em T
(q )
2 ou em T
(q )
3 ou, por fim, em
T (q )6 . Veremos agora que existe uma subcategoria hereditária geradoraH emDb (cohX) de tal




H [i ], `≤ 7.
Teorema 4.15 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 3, 6)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto
2, isto é, T9[r9] ∈T
(q )






Demonstração: Como T9[r9] ∈T
(q )
2 [r9], utilizando a proposição 1.14 temos que T9 está na boca
do tubo T (q )2 . Logo, T9 é simples em T
(q )
2 , e sendo assim podemos então aplicar o teorema 4.4,
obtendo que T ⊥9 ' cohX
′, em que X′ =X′(w ′, p ) e w ′ = (3, 6).
Uma vez que a sequência peso é w ′ = (3, 6), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação
4.1 que a categoria derivada Db (cohX′) é equivalente à categoria derivada Db (modkQ ), em
que o grafo subjacente de Q é Q = Ã8.
Além disso, como ε= {T0, · · · , T9} é sequência excepcional, do lema 1.23 segue que T •\T9[r9]
é um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX′)'Db (modkQ ).
Como visto anteriormente, do teorema 2.27 segue então que existe subcategoria hereditá-
ria geradoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que T • \T9[r9] ∈
∨6
i=0H
′[i ]. E assim, utilizando a observação
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No teorema anterior consideramos que o último somando, T9, estava em um tubo de posto
2, e dessa forma concluímos que T9 deveria estar na boca deste mesmo tubo, podendo assim
aplicar o teorema 4.4. Já no caso em que o último somando, T9, está em um tubo de posto 3,
não podemos garantir que T9 esteja na boca deste mesmo tubo, não podendo portanto aplicar
diretamente o teorema 4.4. O que faremos agora é considerar este segundo caso, isto é, quando
T9 está em um tubo de posto 3.
Teorema 4.16 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 3, 6)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto
3, isto é, T9[r9] ∈ T
(q )













T i [ri ]
com o mesmo espalhamento de T • e de tal maneira que ε= {T 0, · · · , T 9} é sequência excepci-
onal e, além disso, T 9 é simples no tubo T
(q )
3 .
Após provarmos isso, aplicando o teorema 4.4, obteremos que T
⊥
9 ' cohX
′, em que X′ =
X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w ′ = (2, 2, 6). Uma vez que a
sequência peso é w ′ = (2, 2, 6), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação 4.1 que a categoria
derivadaDb (cohX′) é equivalente à categoria derivadaDb (modkQ ), em que o grafo subjacente
de Q é Q = D̃8.
Como visto anteriormente, segue do teorema 2.31 que existe subcategoria hereditária ge-
radora H ′ ⊆ Db (cohX′) tal que T \ T 9[r9] ∈ ∨5i=0H
′[i ], e assim utilizando a observação 1.2,
garantimos que existe subcategoria hereditária geradoraH ⊆Db (cohX) tal que T ∈∨6i=0H [i ].






Resta provar então que dado um complexo tilting T • tal que T9[r9] ∈ T
(q )
3 [r9], podemos
trocá-lo por outro complexo tilting T como descrito anteriormente.
De fato, ao analisarmos o somando T9[r9], como T9 ∈ T
(q )
3 , segue da observação 4.3 e do
teorema 1.14 que `λ(T9)≤ 2, e portanto nos restam apenas duas possibilidades:
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(1) T9 é simples, ou seja, está na boca do tubo T
(q )
3 ; ou
(2) T9 não é simples, e como está no tubo T
(q )
3 , T9 = X2, isto é, `λ(T9) = 2.
No caso em que T9 é simples, podemos considerar T = T •, e assim o resultado já estará de-
monstrado, uma vez que T cumpre as condições enunciadas anteriormente.
Ao considerarmos o caso em que T9 não é simples, ou seja, `λ(T9) = 2, existem dois casos
possíveis:
(2a) T9[r9] é o único somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r9];
(2b) X1[r9] também é somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r9].
Se T9[r9] for o único somando direto indecomponível de T • em T
(q )
3 [r9], o que faremos é






que, como vimos no item b) do lema 3.7, é de fato um complexo tilting em Db (cohX). Além
disso, como T9[r9] e X1[r9] estão no mesmo tubo T
(q )
3 [r9], segue do teorema 4.3 que o espalha-
mento dos complexos tilting T • e T é o mesmo.
Consideremos agora o segundo caso, isto é, quando X1[r9] também é somando direto in-
decomponível do complexo tilting T • em T (q )3 [r9]. A ideia agora é substituir o somando X1[r9]
por τ2X1[r9], obtendo assim um complexo
T = (T • \X1[r9])⊕τ2X1[r9],
que, como vimos no item c) do lema 3.7, é de fato um complexo tilting. Além disso, utilizando
o teorema 4.3, como X1[r9] e τ2X1[r9] estão no mesmo tubo T
(q )
3 [r9], podemos concluir que o
espalhamento de T • e T é o mesmo.
Uma vez que já tratamos dos casos em que o último somando do complexo tilting T • está
em tubos de posto 2 ou 3, vejamos agora como T • estará distribuído emDb (cohX) quando seu
último somando direto indecomponível estiver em um tubo de posto 6. Para tanto, precisare-
mos estudar separadamente quando `λ(Tn−1) = 1, 2, 3 e também quando `λ(Tn−1) = 4, 5.
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Teorema 4.17 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 3, 6)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto












T i [ri ]
com o mesmo espalhamento de T • e de tal maneira que ε = {T 0, · · · , T 9} seja uma sequência
excepcional, e além disso, T 9 é simples no tubo T
(q )
6 .




X′ = X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w ′ = (2, 3, 5). Uma vez
que a sequência peso é w ′ = (2, 3, 5), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação 4.1 que a
categoria derivadaDb (cohX′) é equivalente à categoria derivadaDb (modkQ ), em que o grafo
subjacente de Q é Q = Ẽ8.
Como visto anteriormente, segue do teorema 2.31 que existe subcategoria hereditária ge-
radoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que T \T 9[r9] ∈
∨5
i=0H
′[i ], e assim utilizando a observação 1.2, ga-
rantimos que existe subcategoria hereditária geradoraH ⊆Db (cohX) tal que T ∈
∨6
i=0H [i ].






Resta provarmos que dado um complexo tilting T • tal que T9[r9] ∈T
(q )
6 [r9], podemos trocá-
lo por outro complexo tilting T como descrito anteriormente.
Sabemos por hipótese que `λ(T9) ≤ 3, e então estudaremos cada caso, ou seja, quando
`λ(T9) = 1, `λ(T9) = 2 e `λ(T9) = 3. No caso em que T9 é simples, podemos considerar T = T •, e
assim o resultado já estará demonstrado, uma vez que o complexo tilting T cumpre as condi-
ções enunciadas anteriormente.
Ao considerarmos o caso em que T9 não é simples e `λ(T9) = 2, segue dos itens b) e c) do
lema 3.7 que conseguimos trocar T • por outro complexo tilting T cujo último somando esteja
na boca do tubo T (q )6 [r9], e mais ainda, do teorema 4.3 temos que o espalhamento de T • e T é
o mesmo.
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Já no caso em que T9 não é simples e `λ(T9) = 3, segue do lema 3.8 que conseguimos trocar
T • por outro complexo tilting T cujo último somando esteja na boca do tubo T (q )6 [r9], e mais
ainda, do teorema 4.3 temos que o espalhamento de T • e T é o mesmo.
Agora para o caso em que o último somando Tn−1[rn−1] de T • está em um tubo de posto 6 e,
além disso, `λ(Tn−1) = 4 ou 5, precisaremos de algumas hipóteses adicionais sobre os somandos
do complexo tilting T •. Seguindo a notação da figura no início do capítulo, denotemos Tn−1 =
X`.
Teorema 4.18 SejamX=X(w , p )uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w = (2, 3, 6)
e T • um complexo tilting na categoria derivadaDb (cohX). Se T • terminar em um tubo de posto
6, `λ(Tn−1) = `= 4 ou 5 e Ti 6'H para H ∈C (τ5X`−2), então existiráH ⊂Db (cohX) subcategoria











T i [ri ]
com o mesmo espalhamento de T • e de tal maneira que ε = {T 0, · · · , T 9} seja uma sequência
excepcional, e, além disso, T 9 seja simples no tubo T
(q )
6 .




X′ = X′(w ′, p ) é uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w ′ = (2, 3, 5). Uma vez
que a sequência peso é w ′ = (2, 3, 5), segue dos teoremas 4.2 e 1.29 e da observação 4.1 que a
categoria derivadaDb (cohX′) é equivalente à categoria derivadaDb (modkQ ), em que o grafo
subjacente de Q é Q = Ẽ8.
Como visto anteriormente, segue do teorema 2.31 que existe subcategoria hereditária ge-
radoraH ′ ⊆Db (cohX′) tal que T \T 9[r9] ∈
∨5
i=0H
′[i ], e assim utilizando a observação 1.2, ga-
rantimos que existe subcategoria hereditária geradoraH ⊆Db (cohX) tal que T ∈
∨6
i=0H [i ].






Resta provarmos que dado um complexo tilting T • tal que T9[r9] ∈T
(q )
6 [r9], podemos trocá-
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lo por outro complexo tilting T como descrito anteriormente.
Sabemos por hipótese que `λ(T9) ≥ 3, e então estudaremos cada caso, ou seja, quando
`λ(T9) = 4 e `λ(T9) = 5.
Temos que `λ(T9) = 4 ou 5 e, além disso, sabemos que Ti 6' H para H ∈ C (τ5X`−2), logo
segue dos lemas 3.8, 3.9 e 3.10 que conseguimos trocar T • por outro complexo tilting T cujo
último somando esteja na boca do tubo T (q )6 [r9] e, mais ainda, do teorema 4.3 temos que o
espalhamento de T • e T é o mesmo.
Utilizando então os resultados obtidos nos teoremas 4.15, 4.16, 4.17 e 4.18, podemos en-
contrar um majorante para a dimensão global forte de uma álgebra hereditária por partes do
tipo (2, 3, 6), como veremos no corolário a seguir.
Corolário 4.19 Sejam X = X(w , p ) uma reta projetiva com peso cuja sequência peso é w =
(2, 3, 6) e Λ ' EndT •o p uma k -álgebra de dimensão finita, em que T • é um complexo tilting
na categoria derivadaDb (cohX). Então
• s.gl.dim.Λ≤ 9, se T9[r9] ∈T
(q )
2 [r9];
• s.gl.dim.Λ≤ 8, se T9[r9] ∈T
(q )
3 [r9];
• s.gl.dim.Λ≤ 8, se T9[r9] ∈T
(q )
6 [r9] e `λ(Tn−1) = 1, 2 ou 3;
• s.gl.dim.Λ≤ 8, se T9[r9] ∈T
(q )
6 [r9], `λ(T9) = 4 ou 5 e Ti 6'H para H ∈C (τ5X`−2).
Demonstração: Segue diretamente dos teoremas 4.15, 4.16, 4.17, 4.18 e do lema 1.28.
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Zeitschrift, 195:269–290, 1987.
[ASS06] I. Assem, D. Simson, and A. Skowroński. Elements of the Representation Theory
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